
ANÁLISE DE ALGORITMOS

2O. SEMESTRE DE 2026

EXERCÍCIOS

Entrega. Entregue suas soluções no e-Disciplinas.1

Política de colaboração e uso de fontes. Todo trabalho entregue por você deve ser seu.2

Você é encorajado a discutir com seus colegas o material visto em sala e os enunciados dos3

exercícios, mas tome cuidado para não compartilhar seu trabalho além do permitido. Todos os4

exercícios a serem entregues nesta disciplina serão5

INDIVIDUAIS.6

Nestes exercícios individuais, você não deve compartilhar suas soluções ou mesmo ideias de7

soluções com seus colegas. Você não deve procurar soluções de terceiros (como de amigos,8

LLMs, ou na Web). Caso você acidentalmente encontre e leia a solução de algum exercício9

em algum lugar, você deve citar esta fonte em sua solução. Caso você acidentalmente acabe10

colaborando com colegas na descoberta de uma solução, você deve citar esta colaboração em11

sua solução. Seu desempenho nesta disciplina ficará prejudicado caso você viole essas regras.12

Fontes dos exercícios. Vários (maioria?) dos exercícios virão de nossa bibliografia princi-13

pal (CLRS, 3a. edição). Você é encorajado a fazer todos os exercícios e problemas do CLRS14

relacionados ao material vista na disciplina.15

Exercícios para entrega. Os exercícios para entrega estão marcados com uma data de entrega.16

Exercícios marcados (M ). Os exercícios marcados (M ) são para os mais matematicamente17

inclinados, e não serão cobrados nesta disciplina.18

* * * * *19

E1 Faça o Exercício 3.1-3 de CLRS.20

E2 Faça o Problema 3-2 de CLRS.21

E3 Faça o Exercício M01 Mergesort com menos acessos à memória. {Data de entrega:22

1/9/2026}23

E4 Faça o Exercício M02 Partição de K&R. {Data de entrega: 1/9/2026}24

E5 (M ) Considere o algoritmo de partição de K&R, como dado em Particione(A, p, r).25

Suponha que A[1 . . N ] seja uma permutação de [N ] = {1, . . . , N}, escolhida uniforme-26

mente ao acaso. Ao executar Particione(A, 1, N + 1), obtemos duas permutações: uma27

em A[1 . . q) e outra em A[q + 1 . . N ]. Prove que a permutação em A[1 . . q) é uma permu-28

tação de [q − 1] sem viés, isto é, todas as permutações de [q − 1] ocorrem com a mesma29

probabilidade em A[1 . . q). Analogamente, prove que a permutação em A[q + 1 . . N ] é30

uma permutação de {q + 1, . . . , N} sem viés. Prove que as permutações em A[1 . . q) e31

A[q + 1 . . N ] são independentes uma da outra.32

E6 (M ) Repita o Exercício E5 considerando o algoritmo de partição de Sedgewick.33

Date: Versão de 2026/10/9, 8:50pm.
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E7 Considere o algoritmo de partição de K&R, como dado em Particione(A, p, r). Fixe34

1 ≤ a < b ≤ N .35

(i ) Suponha que A[1 . . N ] seja uma permutação de [N ] = {1, . . . , N}, escolhida unifor-36

memente ao acaso. Ao executar Particione(A, 1, N + 1), uma comparação entre a37

e b pode ou não ocorrer na Linha 4 de Particione. Qual é a probabilidade de tal38

comparação acontecer?39

(ii ) Suponha que A[1 . . N ] seja uma permutação de [N ] = {1, . . . , N}. Seja Xab o número40

de comparações que são feitas entre a e b ao executarmos Quicksort(A, 1, N + 1).41

Prove que Xab ∈ {0, 1}.42

(iii ) Suponha que A[1 . . N ] seja uma permutação de [N ] = {1, . . . , N}, escolhida uni-43

formemente ao acaso. Prove que P(Xab = 1) = 2/(b − a + 1), onde Xab é como44

definido acima. [Sugestão. Considere a primeira chamada de Particione em que45

algum elemento de {a, a + 1, . . . , b} é o pivô da partição. Note que, se essa chamada46

for Particione(A, p, r), então todos os elementos de {a, . . . , b} ocorrem em A[p, r).47

O que você sabe sobre a ordem dos elementos em A[p, r)? Por quê? Basta agora48

usar (i) acima.]49

E8 Descreva um algoritmo determinístico O(N log k) para determinar um k-ésimo menor50

elemento de uma lista de N valores. [Observação. Em exercícios como este, espera-se51

que você dê um pseudocódigo para seu algoritmo, prove sua correção e prove que seu52

consumo de tempo é como exigido.]53

E9 Temos uma coleção de N parafusos e N porcas de tamanhos variados. Sabemos que54

existe um pareamento entre os N parafusos e as N porcas de forma que os elementos55

pareados encaixam-se perfeitamente. Isto é, se um parafuso p está pareado com uma56

porca p′, então p e p′ encaixam-se perfeitamente. Podemos chamar tal pareamento de57

“pareamento completo” ou “pareamento perfeito”, pois todos os N parafusos e todas58

as N porcas estão pareados.59

Para encontrar um tal pareamento, a única operação que podemos fazer é escolher60

um parafuso p e uma porca p′ e experimentar. Há três possíveis resultados para esse61

experimento: (1) p e p′ encaixam-se perfeitamente, (2) p é muito grande para p′, (3) p é62

muito pequeno para p′. Queremos encontrar um pareamento perfeito fazendo “poucos”63

experimentos como esse. É fácil ver que podemos encontrar um pareamento perfeito64

executando no máximo N2 experimentos. Queremos algo bem melhor: sua tarefa é65

encontrar um algoritmo linearítmico (isto é, O(N log N)) para este problema. Neste66

exercício, permitimos algoritmos aleatorizados. Ademais, você pode supor que todos os67

parafusos têm dimensões diferentes e, assim, todas as porcas também têm dimensões68

diferentes (lembre que estamos supondo que há um pareamento perfeito).69

(i ) Descreva seu algoritmo de forma precisa, fornecendo pseudocódigos e quaisquer ou-70

tros detalhes que tornem sua implementação uma tarefa simples.71

(ii ) Prove que seu algoritmo consome tempo O(N log N). Se você produzir um algoritmo72

aleatorizado, basta provar que o consumo de tempo esperado é O(N log N).73

{Data de entrega: 15/9/2026}74

E10 A análise de complexidade do algoritmo Select-MoM visto em sala supõe algo so-75

bre a entrada: sem essa hipótese, não é verdade que ele consome tempo O(N) no pior76
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caso. Descreva um vetor A[1 . . N ] tal que Select-MoM(A, 1, N + 1, ⌈N/2⌉) consome77

tempo Ω(N2). Por que a prova de linearidade falha para essa entrada?78

E11 (Continuação de E10) Descreva, em linhas gerais, como alterar Select-MoM para que79

ele seja linear para qualquer instância (A, k). Dê duas soluções. Justifique suas soluções.80

[Sugestão. Para uma de suas soluções, estude o 3-way partitioning de Dijkstra (veja a81

aula de 18/8/2026).] {Data de entrega: 15/9/2026}82

E12 Ao descrevermos o algoritmo de Strassen para multiplicação de matrizes em sala, supu-83

semos que estávamos multiplicando duas matrizes n × n com n potência de 2. Podemos84

remover esta hipótese, simplesmente considerando blocos formados por ⌈n/2⌉ ou ⌊n/2⌋85

linhas e ⌈n/2⌉ ou ⌊n/2⌋ colunas? [Observação. Em questões dessa forma (com respostas86

“sim” ou “não”), você deve, naturalmente, justificar sua resposta.]87

E13 Considere o algoritmo de Strassen, como visto em sala, que serve para multiplicar matrizes88

n × n com n potência de 2. Como podemos usar este algoritmo para implementar um89

outro algoritmo que multiplica matrizes n × n para qualquer n ≥ 1 com consumo de90

tempo O(nlg 7)?91

E14 (PC1 111105 Cortes de tora) Você deve cortar uma tora de madeira em vários peda-92

ços. Você solicitará o serviço à Analog Cutting Machinery (ACM), que cobra, por corte,93

um valor igual ao comprimento da tora a ser cortada. A máquina de corte dela permite94

que apenas um corte seja feito por vez. Se quisermos fazer vários cortes, é fácil ver que95

ordens diferentes desses cortes podem levar a preços diferentes. Por exemplo, considere96

uma tora com 10 metros de comprimento, que tem de ser cortada a 2, 4 e 7 metros de97

uma mesma extremidade. Há várias possibilidades. Podemos primeiro fazer o corte dos 298

metros, depois dos 4 e depois dos 7. Tal ordem custa 10 + 8 + 6 = 24, porque a primeira99

tora tinha comprimento 10, o pedaço cortado em seguida tinha comprimento 8 e o último100

pedaço cortado tinha comprimento 6. Se cortássemos na ordem 4, depois 2, depois 7,101

pagaríamos 10+4+6 = 20, que é o custo mínimo neste exemplo. Descreva um algoritmo102

que, dado o comprimento L da tora e N pontos de corte 0 < p1 < · · · < pN < L, encontre103

o custo mínimo para executar esses cortes na ACM. Seu algoritmo deve também devolver104

uma ordem de corte que atinja esse custo. Quais são os consumos de tempo e de espaço105

de seu algoritmo? (Espera-se que seu algoritmo consuma tempo O(N3) e espaço O(N2).)106

{Data de entrega: 22/9/2026}107

E15 (Limite inferior no caso médio) Considere uma árvore de decisão para ordenar A[1 . . n],108

como vista em sala: cada nó interno é rotulado por uma comparação “A[i] ≤ A[j]?” e109

tem dois filhos, correspondentes às respostas “sim” e “não”; cada folha (ou “nó externo”)110

é rotulada por uma ordem dos elementos de A[1 . . n]; e a árvore está correta, isto é, para111

toda entrada com elementos distintos, a folha atingida dá a ordem crescente dessa en-112

trada. Para cada entrada A, seja X(A) o número de comparações feitas com a entrada A,113

isto é, a profundidade da folha atingida por A. Suponha que A[1 . . n] seja uma permuta-114

ção de [n] = {1, . . . , n} escolhida uniformemente ao acaso (cada uma das n! permutações115

ocorre com probabilidade 1/n!), e seja E[X] o valor esperado de X(A).116

(i ) Prove que permutações diferentes atingem folhas diferentes.117

1Programming Challenges (Skiena & Revilla)
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(ii ) Prove que, em qualquer árvore binária, a soma das profundidades de quaisquer L ≥ 1118

folhas distintas é pelo menos L lg L. [Sugestão. A função f(x) = x lg x é convexa119

em (0, ∞), isto é, f
(
λx + (1 − λ)y

)
≤ λf(x) + (1 − λ)f(y) para quaisquer x, y > 0120

e 0 ≤ λ ≤ 1: o gráfico de f entre x e y fica abaixo do segmento que liga (x, f(x)) a121

(y, f(y)). Em particular, f(x) + f(y) ≥ 2f
(
(x + y)/2

)
.]122

(iii ) Conclua que E[X] ≥ lg n! e que E[X] = Ω(n lg n).123

[Observação. Isso mostra que todo algoritmo de ordenação baseado em comparações124

consome tempo Ω(n lg n) não só no pior caso, mas também no caso médio.]125

E16 (Karatsuba para polinômios) Um polinômio de grau menor que n é dado pelo ve-126

tor P [0 . . n − 1] de seus coeficientes: P (x) =
∑n−1

i=0 P [i] xi. O produto de dois tais127

polinômios P e Q é o polinômio R = PQ dado pelo vetor R[0 . . 2n − 2], onde R[k] =128 ∑
i+j=k P [i] Q[j]. Suponha que os coeficientes sejam números (inteiros, reais ou com-129

plexos) e que cada operação aritmética entre coeficientes consome tempo constante. O130

algoritmo direto faz n2 multiplicações de coeficientes.131

(i ) Inspirando-se no algoritmo Karatsuba(X, Y, n) visto em sala, escreva um algoritmo132

Karatsuba-Poli(P, Q, n) que devolve PQ. Prove que seu algoritmo está correto.133

(ii ) Seja M(n) o número de multiplicações de coeficientes que Karatsuba-Poli(P, Q, n)134

faz. Dê uma recorrência para M(n) e prove que M(n) = nlg 3 quando n é potência135

de 2. Compare M(n) com n2 para n = 210.136

(iii ) Prove que Karatsuba-Poli pode ser implementado de forma a consumir tempo O(nlg 3)137

para todo n ≥ 1.138

(iv ) Na linha 7 de Karatsuba, a chamada recursiva é feita com ⌈n/2⌉ + 1 algarismos.139

Por que isso é necessário para inteiros, mas não para polinômios?140

E17 (Corte de chapas) Chapas retangulares de aço são vendidas em tamanhos inteiros: uma141

chapa a×b (largura a, altura b) é vendida por p[a, b] ≥ 0 reais, onde a tabela p[1 . . A, 1 . . B]142

é dada. Temos uma chapa A × B e podemos cortá-la antes de vender os pedaços. Um143

corte de guilhotina divide uma chapa a × b em duas chapas por meio de um corte reto,144

de um lado ao outro da chapa, paralelo a um dos lados e em posição inteira: obtemos as145

chapas i × b e (a − i) × b (corte vertical, 1 ≤ i < a), ou as chapas a × j e a × (b − j) (corte146

horizontal, 1 ≤ j < b). Os pedaços obtidos podem ser cortados novamente da mesma147

forma, e não podem ser girados (as chapas a × b e b × a podem ter preços diferentes).148

(i ) Seja q[a, b] o maior valor de venda que se pode obter de uma chapa a × b. Dê uma149

recorrência para q[a, b], análoga à recorrência do corte de hastes, e prove que ela está150

correta.151

(ii ) Escreva um algoritmo de programação dinâmica que calcula q[A, B] e que permite152

listar os cortes de um plano de cortes ótimo (como em Corta-Haste-Bottom-Up-153

Completo e Lista-Cortes). Quais são os consumos de tempo e de espaço de seu154

algoritmo? (Espera-se tempo O(AB(A + B)) e espaço O(AB).)155

E18 (Parentização com custo geral) Suponha que tenhamos uma operação ∗ entre ma-156

trizes tal que, se X é a × b e Y é b × c, então X ∗ Y é uma matriz a × c, e calcular X ∗ Y157

custa f(a, b, c), onde f é uma função dada, com valores não negativos, que pode ser cal-158

culada em tempo constante. Suponha que ∗ seja associativa: X ∗ (Y ∗ Z) = (X ∗ Y ) ∗ Z.159

Considere uma cadeia A1, . . . , An de matrizes em que Ai é pi−1 × pi, como no problema160
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da multiplicação iterada de matrizes. O custo de uma parentização de A1 ∗ · · · ∗ An é a161

soma dos custos das n − 1 operações ∗ que ela executa.162

(i ) Seja m[i, j] o custo mínimo de uma parentização de Ai ∗ · · · ∗ Aj . Dê uma recor-163

rência para m[i, j], prove que ela está correta e escreva um algoritmo que consome164

tempo O(n3), análogo a Matrix-Chain-Order, que determina m[1, n] e uma pa-165

rentização ótima.166

(ii ) Suponha que f(a, b, c) = b2. Prove que todas as parentizações de A1 ∗ · · · ∗ An têm167

o mesmo custo e determine esse custo.168

(iii ) Generalize o item (ii) para f(a, b, c) = g(b), onde g é uma função qualquer.169

E19 (Todas as sscos máximas) Sejam X[1 . . m] e Y [1 . . n] sequências de símbolos de um170

alfabeto A, e seja c[i, j] o comprimento de uma ssco máxima de X[1 . . i] e Y [1 . . j], como171

em LCS-Length. Vimos em sala como obter uma ssco máxima de X e Y (Get-LCS).172

Agora queremos listar todas as sscos máximas de X e Y , cada uma exatamente uma vez.173

Duas sscos são consideradas iguais se forem iguais como sequências de símbolos, mesmo174

que ocorram em posições diferentes de X ou de Y ; por exemplo, se X = A A e Y = A,175

há uma única ssco máxima, a saber, A. Sejam N o número de sscos máximas de X e Y176

e L = c[m, n] o comprimento delas. Suponha que os símbolos de A possam ser usados177

como índices de vetores (por exemplo, A = {1, . . . , |A|}).178

(i ) Para 0 ≤ i ≤ m e a ∈ A, seja ultX [i, a] o maior i′ ≤ i tal que X[i′] = a (ou 0, se não179

houver tal i′), e defina ultY [j, a] analogamente. Sejam i e j tais que k = c[i, j] ≥ 1,180

e sejam a ∈ A, i′ = ultX [i, a] e j′ = ultY [j, a]. Prove que, se i′ ≥ 1, j′ ≥ 1 e181

c[i′ − 1, j′ − 1] = k − 1, então as sscos máximas de X[1 . . i] e Y [1 . . j] que terminam182

em a são exatamente as sequências Wa, onde W é uma ssco máxima de X[1 . . i′ −1]183

e Y [1 . . j′ − 1]; caso contrário, nenhuma ssco máxima de X[1 . . i] e Y [1 . . j] termina184

em a.185

(ii ) Escreva um algoritmo que lista todas as sscos máximas de X e Y , cada uma exa-186

tamente uma vez, e prove que ele está correto. Qual é o consumo de tempo de seu187

algoritmo? (Espera-se tempo O(mn+ |A|(m+n+NL)); em particular, O(mn+NL)188

se |A| é constante. Note que NL é o tamanho da saída.)189

(iii ) Mostre que, para todo n par, existem sequências X e Y , ambas de comprimento n,190

com 2n/2 sscos máximas. (Assim, listar todas as sscos máximas pode consumir tempo191

exponencial em n.) [Observação. O alfabeto A pode depender de n.]192

E20 (Subsequência palindrômica máxima) Uma sequência Z[1 . . k] é um palíndromo se193

Z[t] = Z[k + 1 − t] para t = 1, . . . , k. Dada uma sequência X[1 . . n], queremos encontrar194

uma subsequência de X que seja um palíndromo e tenha comprimento máximo.195

(i ) Para 1 ≤ i ≤ j ≤ n, seja c[i, j] o comprimento de uma subsequência palindrômica196

máxima de X[i . . j], e convencione c[i, i − 1] = 0. Prove que c[i, i] = 1 e que, para197

i < j,198

c[i, j] =

c[i + 1, j − 1] + 2 se X[i] = X[j],

max{c[i + 1, j], c[i, j − 1]} se X[i] ̸= X[j].
199

(ii ) Escreva um algoritmo que consome tempo O(n2), calcula c[1, n] e devolve uma sub-200

sequência palindrômica máxima de X (como em Get-LCS).201
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(iii ) Seja XR a sequência X invertida, isto é, XR[t] = X[n + 1 − t]. Prove que o com-202

primento de uma ssco máxima de X e XR é igual a c[1, n]. Mostre que uma ssco203

máxima de X e XR pode não ser um palíndromo, e explique como obter, a partir204

de uma ssco máxima de X e XR, uma subsequência palindrômica de X de mesmo205

comprimento.206

E21 (ABB ótima com buscas sem sucesso) Sejam x1 < · · · < xn as chaves a serem207

armazenadas numa ABB, e convencione x0 = −∞ e xn+1 = +∞. Uma ABB para essas208

chaves tem n nós internos, que contêm as chaves, e n+1 nós externos (os ponteiros nulos);209

da esquerda para a direita, os nós externos são numerados 0, 1, . . . , n, e o nó externo j é210

onde terminam as buscas sem sucesso por valores y com xj < y < xj+1. Como em sala,211

uma busca por xi faz hi comparações, onde hi é o número de nós no caminho da raiz212

até xi; uma busca sem sucesso que termina no nó externo j faz h′
j comparações, onde h′

j213

é o número de nós internos no caminho da raiz até o nó externo j. Suponha que, em cada214

busca, o valor procurado seja xi com probabilidade pi (1 ≤ i ≤ n), ou um valor y com215

xj < y < xj+1 com probabilidade qj (0 ≤ j ≤ n), onde
∑n

i=1 pi +
∑n

j=0 qj = 1. O custo216

esperado de uma ABB é217
n∑

i=1
pihi +

n∑
j=0

qjh′
j .218

(i ) Para 1 ≤ i ≤ j + 1 ≤ n + 1, seja c[i, j] o custo mínimo de uma ABB para as219

chaves xi, . . . , xj (cujos nós externos são i − 1, . . . , j), onde o custo é definido como220

acima, mas somando apenas sobre essas chaves e esses nós externos, e seja s[i, j] =221 ∑j
k=i pk +

∑j
l=i−1 ql. Prove que c[i, i − 1] = 0 e que, para i ≤ j,222

c[i, j] = min
i≤k≤j

{
c[i, k − 1] + c[k + 1, j]

}
+ s[i, j].223

(ii ) Escreva um algoritmo que consome tempo O(n3) e devolve uma ABB ótima.224

(iii ) Para i ≤ j, seja raiz[i, j] o maior k que atinge o mínimo em (i). Knuth provou que225

raiz[i, j − 1] ≤ raiz[i, j] ≤ raiz[i + 1, j] sempre que i < j. Usando esse fato (sem226

prová-lo), mostre como reduzir o consumo de tempo do seu algoritmo para O(n2).227

E22 (Subárvores disjuntas) Seja T uma árvore, isto é, um grafo conexo acíclico, e sejam228

T1, . . . , Tn subárvores de T (subgrafos conexos de T ), cada uma dada pela lista de seus229

vértices. Queremos encontrar índices i1 < · · · < im, com m máximo, tais que as subárvo-230

res Ti1 , . . . , Tim são disjuntas duas a duas nos vértices, isto é, V (Tia) ∩ V (Tib
) = ∅ sempre231

que a ̸= b.232

(i ) Dê um algoritmo para esse problema.233

(ii ) Prove que seu algoritmo está correto.234

(iii ) Qual é o consumo de tempo de seu algoritmo, em função de |V (T )|, de n e de235 ∑
i |V (Ti)|?236

[Sugestão. Os intervalos do problema dos intervalos disjuntos são as subárvores de um237

caminho. Enraíze T em um vértice qualquer.] {Data de entrega: 23/10/2026}238

E23 (Huffman e entropia) Seja A um alfabeto com n ≥ 2 símbolos, com “frequências”239

f [c] > 0 (c ∈ A) tais que
∑

c∈A f [c] = 1. Seja w ∈ A∗ um texto com N símbolos, no240

qual cada símbolo c ocorre exatamente f [c] N vezes. Como em sala, para uma árvore de241

código T para A, escrevemos dT (c) para a profundidade de c em T (o comprimento do242
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código de c), e B(T ) =
∑

c∈A f [c] dT (c); assim, w codificado com o código dado por T243

tem N B(T ) bits. Seja244

H(f) =
∑
c∈A

f [c] lg 1
f [c]245

a entropia da distribuição f .246

(i ) Prove que
∑

c∈A 2−dT (c) = 1 para toda árvore de código T para A.247

(ii ) Prove que, se ℓc (c ∈ A) são inteiros positivos com
∑

c∈A 2−ℓc ≤ 1, então existe um248

código livre de prefixo cujas palavras têm comprimentos ℓc (c ∈ A). Conclua que249

existe uma árvore de código T para A com dT (c) ≤ ℓc para todo c.250

(iii ) Prove que w codificado com o código de Huffman para f tem menos que N(H(f)+1)251

bits. [Sugestão. Considere ℓc = ⌈lg(1/f [c])⌉.]252

(iv ) Prove que B(T ) ≥ H(f) para toda árvore de código T para A e, portanto, que w253

codificado com qualquer código livre de prefixo tem pelo menos N H(f) bits. [Su-254

gestão. Estime H(f) − B(T ) por cima, escrevendo-a como uma única soma, e use255

que ln x ≤ x − 1 para todo x > 0.]256

(v ) Conclua que o número b de bits de w codificado com o código de Huffman para f257

satisfaz N H(f) ≤ b < N(H(f) + 1).258

E24 (Tarefas unitárias com prazos) Temos n tarefas, todas com tempo de processamento259

ti = 1, e com prazos di inteiros positivos (1 ≤ i ≤ n). Como em sala, um escalonamento260

é uma permutação π de 1, . . . , n, e a tarefa π[k] é executada no intervalo de tempo261

[k − 1, k); assim, fπ[k] = k. Dizemos que a tarefa i é pontual em π se fi ≤ di. Queremos262

um escalonamento com o maior número possível de tarefas pontuais.263

(i ) Dê um algoritmo guloso que resolve esse problema em tempo O(n lg n), e prove que264

ele está correto.265

(ii ) Mostre que podemos supor que di ≤ n para todo i, e obtenha um algoritmo que266

consome tempo O(n).267

E25 (Fila de prioridade com chaves pequenas) Seja C ≥ 2 um inteiro. Queremos uma268

fila de prioridade Q cujos elementos são inteiros em {1, . . . , n}, cada elemento x com uma269

chave key[x] ∈ {1, . . . , C}, com as operações270

• Insert(Q, x, k): insere em Q o elemento x (que não está em Q) com chave k;271

• Extract-Min(Q): remove de Q e devolve um elemento de chave mínima;272

• Decrease-Key(Q, x, k): muda a chave do elemento x de Q para k ≤ key[x].273

Mostre como implementar Q de modo que cada uma dessas operações consuma tempo O(lg C)274

e que a criação de uma fila vazia consuma tempo O(n + C). [Sugestão. Use um vetor275

de C listas (“baldes”), uma para cada valor de chave, e uma árvore binária completa276

cujas folhas são os baldes.]277

E26 (Prim com custos pequenos) Seja G um grafo conexo com n vértices e m arestas,278

com custos inteiros c(uv) ∈ {1, . . . , C} nas arestas, onde C ≥ 2. Mostre como implemen-279

tar Prim(G, c) usando a fila do Exercício E25 de modo que o consumo de tempo seja280

O(m lg C + n + C). Note que, em Prim, os valores iniciais key[v] = ∞ não estão em281

{1, . . . , C}; explique como contornar isso.282

E27 (Todas as subsequências crescentes máximas) Seja c1, . . . , cn uma sequência de283

números distintos. Considere o algoritmo Patience visto em sala: cada ci é empilhado284
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na pilha Sj mais à esquerda cujo topo é maior que ci (ou numa nova pilha, se não há285

tal Sj). Uma LIS de c1, . . . , cn é uma subsequência crescente de comprimento máximo.286

(i ) Mostre que, para todo n par, existe uma sequência de n números distintos com 2n/2287

LISs. (Assim, listar todas as LISs pode consumir tempo exponencial em n.)288

(ii ) Suponha que, ao empilharmos ci em Sj , com j ≥ 2, guardemos referências para289

todos os elementos que estão em Sj−1 naquele momento e que são menores que ci.290

Prove que esses elementos formam um segmento não vazio no topo de Sj−1, de modo291

que basta guardar dois índices, e que isso pode ser feito sem alterar o consumo de292

tempo O(n lg n) de Patience.293

(iii ) Prove que as LISs de c1, . . . , cn são exatamente as sequências obtidas começando294

em um elemento da última pilha não vazia e seguindo referências como em (ii) até295

chegar a S1, e que cada LIS é obtida exatamente uma vez. [Sugestão. Prove que ci296

está em Sj se e somente se j é o comprimento de uma subsequência crescente máxima297

que termina em ci.]298

(iv ) Dê um algoritmo que conta as LISs de c1, . . . , cn com O(n lg n) operações (supondo299

que operações aritméticas consumam tempo constante).300

(v ) Dê um algoritmo que lista todas as LISs de c1, . . . , cn em tempo O(n lg n + NL),301

onde N é o número de LISs e L é o comprimento delas.302

{Data de entrega: 23/10/2026}303
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