Mais programacdo dindmica

CLRS 15.5

“recursdo—com-—tabela”
transformac3o inteligente de recursdo em iteracdo



Buscas em um conjunto conhecido

Suponha que temos um vetor v|[1.. n] de inteiros, com n grande, e
que vamos fazer um naimero gigantesco @ > n de consultas.

Cada consulta tem a forma: o inteiro k esta no vetor v?



Buscas em um conjunto conhecido

Suponha que temos um vetor v|[1.. n] de inteiros, com n grande, e
que vamos fazer um naimero gigantesco @ > n de consultas.

Cada consulta tem a forma: o inteiro k esta no vetor v?

Exemplos com “strings’ no lugar de “inteiros’:
spell checker, dicionéario, tradutor.
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Buscas em um conjunto conhecido
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Podemos ordenar v e aplicar busca binéria.



Buscas em um conjunto conhecido

Suponha que temos um vetor v|[1.. n] de inteiros, com n grande, e
que vamos fazer um naimero gigantesco @ > n de consultas.

Cada consulta tem a forma: o inteiro k esta no vetor v?

Exemplos com “strings’ no lugar de “inteiros’:
spell checker, dicionéario, tradutor.

Problema: Como armazenar o contetdo de v[1..n]|?

Podemos ordenar v e aplicar busca binéria.

Se sabemos a frequéncia de buscas por certos itens, podemos fazer
algo melhor?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas e[1..n] do nimero de acessos a cada elemento
de v|[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas e[1..n] do nimero de acessos a cada elemento
de v|[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas e[l .. n] do nimero de acessos a cada elemento
de v|[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?




Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas e[1..n] do nimero de acessos a cada elemento
de v|[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?

Exemplo: n=3¢e g =10, e = 20, e3 = 40.



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas e[1..n] do nimero de acessos a cada elemento
de v|[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?
Exemplo: n=3¢e g =10, e = 20, e3 = 40.

Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n=3e e =10, & = 20, e3 = 40.

Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n=3e e =10, & =20, e3 =140,

LN

= 110
Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n=3e e =10, &5 =20, e3 =(40.

Pus

= 120
Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n=3e e =10, & = 20, e3 = 40.

Nimero esperado de comparacdes:

» 10-3420-2+40-1=110
10-2420-3+40-1=120
10-2420-1440-2 =120
10-1420-34+40-2 =150
10-1420-2+40-3 =170

VVvVyvYyy



Exemplo

Exemplo: n=3e e =10, & = 20, e3 = 40.

Nimero esperado de comparacdes:
» 10-34+20-2+40-1=110 <«— ABB 6tima
» 10-2+20-3+40-1=120
» 10-2+20-1+40-2=120
» 10-1420-3+40-2 =150
» 10-1+20-2+40-3=170



Arvore de busca 6tima

Considere um vetor e[l.. n] de inteiros com uma estimativa
do nimero de acessos a cada elemento de {1,..., n}.



Arvore de busca 6tima

Considere um vetor e[l.. n] de inteiros com uma estimativa
do nimero de acessos a cada elemento de {1,..., n}.

Uma ABB 6tima com respeito ao vetor e € uma ABB
para o conjunto {1,...,n} que minimiza o niamero

n
§ hi €/,
i=1

onde h; € o numero de nds no caminho de / até a raiz da arvore

(que é o nimero de comparacgdes feitas na busca por /).



Arvore de busca 6tima

Considere um vetor e[l.. n] de inteiros com uma estimativa
do nimero de acessos a cada elemento de {1,..., n}.

Uma ABB 6tima com respeito ao vetor e € uma ABB
para o conjunto {1,...,n} que minimiza o niamero

n
§ hi €/,
i=1

onde h; € o numero de nds no caminho de / até a raiz da arvore
(que é o nimero de comparacgdes feitas na busca por /).

Problema (ABB Otima): Dado e[l.. n], encontrar
uma arvore de busca binaria étima com respeito a e.



Subestrutura étima

Subarvores esquerda e direita de uma ABB étima
sdo ABBs 6timas.



Subestrutura étima

Subarvores esquerda e direita de uma ABB étima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.



Subestrutura étima

0 J
Subarvores esquerda e direita de uma ABB étima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para €|i .. ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[ .. ]



Subestrutura étima

2 J
Subarvores esquerda e direita de uma ABB étima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para €|i .. ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[ .. ]

il 0 se | > ]
A= i felisk = 1] el 171+ slig]) se i <)



Subestrutura étima

2 J
Subarvores esquerda e direita de uma ABB étima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para eli .. ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[ .. ]

il 0 se | > ]
A= v elis k=10 el +-1) +sli ]} s <



Subestrutura étima

custo desta ABE custo desta ABB
2 J
Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > ]
1= minj<i<j{ell, k=1 +'clk + 1, /] +s[i,j]} sei<)



Subestrutura étima

custo desta A’BB \cus{:o desta ABB
com ESTA raa com ESTA ra "5!

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > ]
1= minj<i<j{ell, k=1 +'clk + 1, /] +s[i,j]} sei<)



Subestrutura étima
k

custo desta A’BB \cus{:o desta ABB
com ESTA raa com ESTA ra "5!

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > ]
1= minj<i<j{ell, k=1 +'clk + 1, /] +s[i,j]} sei<)



Subestrutura étima
(,ew\,\raw ]C cadla

aﬁ}ura aum&uleu dr 4
custo desta A%B \(’,ug‘ko desta ABEB
com ESTA rm Z com ESTA ra . !

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > |
1= minj<i<j{ell, k=1 +'clk + 1, /] +s[i,j]} sei<)

rsli, k=11  +slk+1,7]



Subestrutura étima relk]
™ "a';? kr cadla k /

cldhuva cumentenn dr 4

custo desta ADB /; \c’,us{:o desta ABEB
cowm ESTA ra "6! Z cowm ESTA ra ta'

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > |
1= minj<i<j{ell, k=1 +'clk + 1, /] +s[i,j]} sei<)

rsli, k=11  +slk+1,7]



Subestrutura étima relk]
™ "a';? kr cadla k /

cldhuva cumentenn dr 4

custo desta ADB /; \c’,us{:o desta ABEB
cowm ESTA ra "6! Z cowm ESTA ra ta'

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sdo ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB étima.

c|i,j]: custo min de uma ABB para e[/ . ]
s[i,j]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > |
1= mini<i<j{elisk =1+ elk + 1] +s[i,j]} se i<
rsli,k—1] /+slk+1, 7]



Custo de uma ABB 6tima
c|i,j]: custo min de uma ABB para €[/ .. ]

s[j]: soma dos acessos em e[l.. ]

s[j] — s[i—1]: soma dos acessos em e€|i .. /]

il 0 se | > |
T minicrgi{eli, k=11 + clk+1, 1} + s[j] — sli—1] se i<



Custo de uma ABB 6tima
c|i,j]: custo min de uma ABB para €[/ .. ]

s[j]: soma dos acessos em e[l.. ]

s[j] — s[i—1]: soma dos acessos em e€|i .. /]

cli,j] = X i
1= min,-gksj{c[i, k—l] =+ C[k—l—l,j]} + 5[/] - S[i_]'] se | SJ

Para calcular s:

1 s[0]«0
2 para i< 1 até nfaca
3 sli] < s[i—1] + e][/]



Custo de uma ABB 6tima
c|i,j]: custo min de uma ABB para €[/ .. ]

s[j]: soma dos acessos em e[l.. ]

s[j] — s[i—1]: soma dos acessos em e[i .. ]

il 0 se | > |
JI = min,-gkgj{c[i, k—]-] + C[k—l—l,_/]} + 5[/] o S[I_]'] se ! S‘/

Como preencher a matriz c¢?
Em que ordem?



Custo de uma ABB 6tima
c|i,j]: custo min de uma ABB para €[/ .. ]

s[j]: soma dos acessos em e[l.. ]

s[/] — s[i—1]: soma dos acessos em eli .. ]

il 0 se | > |
JI = min,-gkgj{c[i, k—l] + C[k"|']-7./]} + S[/] o S[I_]'] se ! S'/

Como preencher a matriz c¢?
Em que ordem?

Como no problema da parentizacdo! Pelas diagonais!



Programacao dindmica

o 1 2 3 4 5
1|0
2 0 | x| | % |77
3 0 *
4 0 *
5 0| %
6 0




Programacdo dindmica
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Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30



Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 27
2 0
3 0
4 0
5 0
0 0




Simulacdo
e[l]=10 e[2]=20 €[3]=30 e[4]|=15 ¢e[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10
2 0
3 0
4 0
5 0
6 0

i

c[1,1—1] + e[1] + c[1+1,1] = 04104-0 = 10



Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10
2 0 7
3 0
4 0
5 0
6 0




Simulacdo
e[l]=10 (e[2]=20 e[3]=30 e[4]|=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10
2 0 20
3 0
4 0
5 0
6 0

i

c[2,2—1] + e[2] + c[2+1,2] = 042040 = 20



Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1| o0 10
2 0 20
3 0 27
4 0
5 0
6 0




Simulacdo
e[1]=10 e[2]=20 ©[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10
2 0 20
3 0 30
4 0
5 0
6 0

i

¢[3,3=1] + e[3] + c[3+1, 3] =0-+3040 = 30



Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10
2 0 20
3 0 30
4 0 77
5 0
6 0




Simulacdo
e[l]=10 e[2]=20 e[3]=30 (e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 L 5
1 0 10
2 0 20
3 0 30
4 0 15
5 0
6 0

i

c[4,4+1] + e[4] + c[4+1,4] = 041540 = 15



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10
0 20
0 30
0 15
0 27




Simulacdo

e[l]=10 e[2]=20 €[3]=30 e[4]|=15 (e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10

2 0 20

3 0 30

4 0 15

5 0 30

6 0

i

c[5,5+1] + e[5] + c[5-+1,5] = 04+30+-0 = 30




Simulacido
e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10 77
2 0 20
3 0 30
4 0 15
5 0 30
6 0




Simulacdo
e[l]=10 e[2]=20 €[3]=30 e[4]|=15 €[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10 50
2 0 20
3 0 30
4 0 15
5 0 30
6 0

i

c[l,1-1] + (e[1] + e[2]) + c[1+1,2] = 0+30+20 = 50



Simulacdo
e[l]=10 e[2]=20 ¢e[3]=30 e[4]|=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 5
1 0 10 40
2 0 20
3 0 30
4 0 15
5 0 30
6 0

i

c[1,2—1] + (e[1] + e[2]) + c[2+1, 2] = 104-30+0 = 40



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40
0 20 27
0 30
0 15

0 30
0




Simulacdo

e[l]=10 ‘e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 30

3 0 30

4 0 15

5 0 30

6 0

i

c[2,2—1] + (e[2] + e[3]) + c[2+1, 3] = 0+50+30 = 80



Simulacdo

e[1]=10 (e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30

4 0 15

5 0 30

6 0

i

c[2,3=1] + (e[2] + €[3]) + c[3+1, 3] = 2045040 = 70



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40
0 20 70

0 30 27

0 15
0 30
0




Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20 (e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15

5 0 30

6 0

i

c[3,3—1] + (e[3] + €[4]) + c[3+1, 4] = 04+45+15 = 60



Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20 (e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15

5 0 30

6 0

i

c[3,4—1] + (e[3] + e[4]) + c[4+1,4] = 30+45+0 =75



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40
0 20 70
0 30 60
0 15 27
0 30
0




Simulacdo

e[l]=10 e[2]=20 e[3]=30 (e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 75

5 0 30

6 0

i

cl4,4—1] + (e[4] + e[5]) + c[4+1,5] = 0+4#45+30=75



Simulacdo

e[l]=10 e[2]=20 €[3]=30 ' e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[4,5—1) + (e[4] + e[B]) + c[5+1,5] = 1544540 = 60



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40 27
0 20 70
0 30 60
0 15 60
0 30
0




Simulacdo

e[l]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 130

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[l,1-1] + (e[1] + e[2] + e[3]) + c[1+1, 3] = 0460470 = 130



Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[1,2—1] + (e[1]) + e[2] + €[3]) + c[2+1, 3] = 10460430 = 100



Simulacdo

e[l]|=10 e[2]=20 e[3]=30 ¢e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[1,3—1] + (e[1] + e[2] + €[3]) + c[3+1, 3] = 4046040 = 100



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40 100
0 20 70 27
0 30 60
0 15 60
0 30
0




Simulacdo

e[1]=10 ( e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 125

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[2,2—1] + (e[2] + e[3] + e[4]) + c[2+1, 4] = 0+65+60 = 125



Simulacdo

e[1]=101 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[2,3—1] + (e[2] + €[3] + €[4]) + c[3+1, 4] = 20465415 = 100



Simulacdo

e[1]=10 "e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c|2,4—1] + (e[2] + e[3] + e[4]) + c[4+1,4] = 70+65+0 = 135



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5
1 0 10 40 100
0 20 70 100
0 30 60 27
0 15 60
0 30
0




Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20 ©[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[3,3—1] + (e[3] + e[4] + €[5]) + c[3+1,5] = 0475+60 = 135



Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20" e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[3,4—1] + (e[3] + e[4] + €[5]) + c[4+1,5] = 30+75+30 = 135



Simulacdo

e[1]=10 e[2]=20 (e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

c[3,5—1] + (e[3] + e[4] + €[5]) + c[5+1,5] = 6047540 = 135



Simulacido

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

5 0 30

6 0

i

Exercicio: Preencha o que faltal




Arvore de busca 6tima

ABB-OTIMA (e, n)
s[0] =0
para / < 1 até n faca
s[i] < s[i—1] + €[]
para /| < 1 até n+1 faca
cli,i—1] + 0
para / < 1 até n faca
para / < 1 até n—/+1 faca
J— i+0-1
cli ]  cli+1,]]
para k < i+1 até j faca
se c[i, k—1] + c[k+1,j] < cli, /]
entdo c[i, j] < c[i, k—1] + c[k+1, ]
13 cli,j] < cli,j] + slj] — s[i—1]
14 devolva c[1, n]

O© 00 ~NOO1L B~ WD R

— =
N = O



Exercicio

Como fazer para obter uma ABB 6tima
e n3o apenas o seu custo?

Complete o servico!



