Programacdo dindmica

CLRS 15.2-15.3

“recursdo—com-—tabela”
transformacdo inteligente de recursdo em iteracdo



Multiplicacdo iterada de matrizes

SeAépxgeBéqgxrentio ABépxr.



Multiplicacdo iterada de matrizes

SeAépxgeBéqgxrentio ABépxr.
(AB)[i,j] = >_« Alis k] Blk, J]



Multiplicacdo iterada de matrizes

SeAépxgeBéqgxrentio ABépxr.
(AB)[i,j] = >_« Alis k] Blk, J]

MULT-MAT (p, A, q, B, r)
1 para < 1 até p faca

2 para j < 1 até r faca

3 AB|i,jl + 0

4 para k < 1 até g faca

5 AB|i,jl < AB|i,jl + Ali, k] - B|k,J]

Nimero de multiplicacdes escalares = p-q - r



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicaces escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicacdes escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

pl0] < p[i] pl2] ... pln—1] p[n]
Aq Ay A,

cada A; é p[i—1] x p[i], ou seja, A;[L..p[i—1],1..p[/]]



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicacdes escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

p[0] pll] * p[2] 1 ... p[n—1] p[n]
Aq As A,

cada A; é p[i—1] x p[i], ou seja, A;[L..p[i—1],1..p[/]]



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicacdes escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

p[0] p[1] pl2] ... pln—1] > p[n]
Aq Ay A,

cada A; é p[i—1] x p[i], ou seja, A;[L..p[i—1],1..p[/]]



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicaces escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

p[0] p[1] pl2] ... p[n—1] p[n]
Aq A . A,

cada A; é p[i—1] x p[i], ou seja, A;[1..p[i—1],1..p[/]]

Exemplo: Ay - As - Az

plO]=10 4, pPl]=100 4, P2I=5 4, pPI3]=50



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicaces escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

Po p1 P2 ... Pn1 Pn
A Ao . A,

cada A; é pi_1 X p;, ou seja, A;[1..pi—1,1..pi]

Exemplo: Ay - As - Az

po=10 Aq p1=100 A, p2=5 As p3=50



Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicacdes escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

Po p1 P2 ... Pn1 Pn
A Ao . A,

cada A; é pi_1 X p;, ou seja, Ai[l..pi—1,1..pi]

Exemplo: Al . A2 . A3
po=10 Aq p1=100 A, p2=5 Az p3=50

((A1 Az) As) 7500 multiplicacdes escalares

+ 5000
X500




Multiplicacdo iterada

Problema: Encontrar niimero minimo de multiplicacdes escalares
necessario para calcular produto A1 As---A,.

Po p1 P2 ... Pn1 Pn
A Ao . A,

cada A; é pi_1 X p;, ou seja, Ai[l..pi—1,1..pi]

Exemplo: Al . A2 . A3

po=10 Aq p1=100 A, p2=5 Az p3=50

((A1 Az) As) 7500 multiplicacdes escalares
(A1 (A2 A3z)) 75000 multiplicaces escalares
+ 5000

SO000O0



Solucdes 6timas contém solucdes étimas
Se ((A1A2)A3) (As((AsAs)A7))

é ordem 6tima de multiplicacdo, entdo

((A1A2)A3) e (A4((AsAs)A7))

também s3o ordens étimas.



Solucdes 6timas contém solucdes étimas
Se ((A1A2)A3) (As((AsAs)A7))
é ordem 6tima de multiplicacdo, entdo
((A1A2)A3) e (As((AsAs)A7))
também s3o ordens 6timas.

Argumento informal: Suponha por contradicdo que exista uma
ordem melhor para A; - Ay - As, digamos, (A1(A2A3)).

Entdo (A1(A2A3)) (As((AsAe)A7)) seria uma ordem para
A1As - - - A7 "“melhor que a étima’.



Solucdes 6timas contém solucdes étimas
Se ((A1A2)A3) (As((AsAs)A7))
é ordem 6tima de multiplicacdo, entdo
((A1A2)A3) e (As((AsAs)A7))
também s3o ordens 6timas.

Argumento “menos’ informal: Suponha que
> ((A1A2)A3) requer my 3 multiplicagdes,
> (Aa((AsAs)A7)) requer my 7 multiplicagdes;

assim, a ordem 6tima requer my 3 4 pop3p7 + ma 7 multiplicagdes.

Se existe uma ordem (A - -+ A7) com mj ; < my 7 multiplicag3es,
entao
((A1A2)A3) (A - - - A7)

/
requer my 3 + popP3pP7 + My 7 < M1 3+ PoP3pP7 + M4z
multiplicacdes, uma contradic3o.



Solucdes 6timas contém solucdes étimas

Se
((A1A2)A3) (A4((AsAg)A7))

é ordem o6tima de multiplicacdo entdo

((A1A2)A3) e (A4((AsAs)A7))

também s3o ordens 6timas.



Solucdes 6timas contém solucdes étimas

Se
((A1A2)A3) (A4((AsAg)A7))

é ordem o6tima de multiplicacdo entdo

((A1A2)A3) e (A4((AsAs)A7))

também s3o ordens étimas.
Decomposicdo: (A; -« Ax) (Aks1 - Aj)

m[i,j] = n® min. de multiplicagBes escalares p/ calcular A; - -- A;



Recorréncia

m[i, j] = n® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - - - A;

se | = j entdo m[i,j] =0



Recorréncia
(A A YA, A7)

m[i,j] = n® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;

S . pl caleulon pl caleulon
se | = j entdo m[i,j]=0 A A, Ao A

se | < j entdo m[i,j] = ig]kigj{m[i, k] + pi—1pip; + mlk+1,] }

piit i P
Decomposicio: (A - Ay) (Aksr -+ A))



Recorréncia

m[i, j] = n® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - - - A;

se | = j entdo m[i,j] =0

se | < j entdo m[i,j] = /r<nk|21{ mli, k] + pi—1pkp; + m[k+1,j] }

Exemplo:

m(3,7] = 3r<n227{ m(3, k] + paprpr + mlk+1,7]



Prova de corretude da recorréncia

PO P1 p2 --.  Pn-1 Pn
Aq Ao . A,

m[i,j] = n°® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;
se | = j entdo m[i,j] =0

Trivialmente, se i = j, a expressdo A; --- A; é o produto formado
por uma (nica matriz, A;, que requer 0 multiplicacGes escalares.



Prova de corretude da recorréncia

Po P1 P2 ... Pn-1 Pn
A1 A> . An

m[i,j] = n°® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;

Se i < j entdo mli,j] < _Lnkin.{m[i, k| + pi—1pkpj + mlk+1,j] }:
ISK<J

Suponha que k € [/, /) atinge o ‘min’.

Existe uma ordem para (A;--- Ax), que € uma matriz p;_1 X pg,
com m(i, k] multiplicacdes escalares.

Existe uma ordem para (Ax41---A;j), que é uma matriz py X pj,
com m[k + 1, j] multiplicacdes escalares.

Logo, a ordem (A; - Ax) (Aky1 -+ Aj) utiliza
mli, k] + pi—1pxpj + m[k+1, ] multiplicacdes escalares.



Prova de corretude da recorréncia

PO P1 p2 --.  Pn-1 Pn
Aq Ao . A,

m[i,j] = n°® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;

Se i < j entdo mli,j| > _Lnkin.{m[i, k| + pi—1pkpj + mlk+1,j] }:
ISK<J

Suponha que uma ordem 6tima separe A;---Aj em (A;---Ag) e

(Ak41---Aj) para algum k € [i,j), usando x > m[i, k] mults para

(Ai---Ax) e y > mlk+1,j] mults para (Ax41---Aj).



Prova de corretude da recorréncia

PO P1 p2 --.  Pn-1 Pn
Aq Ao . A,

m[i,j] = n°® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;

Se i < j entdo mli,j] > I_Lnkigj{m[i, k| + pi—1pkpj + mlk+1,j] }:
Suponha que uma ordem 6tima separe A;---Aj em (A;---Ag) e
(Ak41---Aj) para algum k € [i,j), usando x > m[i, k] mults para
(A Ax) e y > mlk—+1,j] mults para (Axy1---Aj).
Logo,

mli,j] = x + pi—1pkpj + ¥y
mli, k] + pi—1pkpj + mlk+1, j]

min {m[i, k'] + pi—1pwp; + mlk'+1,/] }
I<k'<jy

AVARAY,



Prova de corretude da recorréncia

PO P1 p2 --.  Pn-1 Pn
Aq Ao . A,

m[i,j] = n°® min. de multiplicagdes escalares p/ calcular A; - -- A;

Se i < j entdo mli,j| > _Lnkin.{m[i, k| + pi—1pkpj + mlk+1,j] }:
ISK<J

Suponha que uma ordem 6tima separe A;---Aj em (A;---Ag) e
(Ak41---Aj) para algum k € [i,j), usando x > m[i, k] mults para
(A Ax) e y > mlk—+1,j] mults para (Axy1---Aj).

Total: x + Pi—1PkPj + Y mults.

Logo, x = m[i, k] e y = m[k+1,j]. Portanto,

mli,j] = mli, k] + pi—1pxp; + m{k+1,]]

> min {m[i, k'] + Pi—1Pk Pj + m[k'+1,j] }
I<k'<j



Algoritmo recursivo

y

N 0 se =/
mli,j] = 4 min { m[i, k] + pi—1pkp; + mlk+1,j]} sei </
| i<k<j

Recebe p[i — 1.. /] e devolve m|[/, ]

REC-MAT-CHAIN (p, i,j)
1 sei=y

entao devolva 0

mli, j] + oo

para k < | até j — 1 faca
g1 < REC-MAT-CHAIN (p, i, k)
go < REC-MAT-CHAIN (p, k + 1, )
q < q1+ pli — 1]p[k]plj] + a2
se g < m|i,j]

entdao mli,j| + g
devolva m|i, ]

O© 00 ~NO 1 B~ W DN

[
o



Algoritmo recursivo

Recebe p[i — 1.. /] e devolve m|[i, ]

REC-MAT-CHAIN (p, i, /)

1 sei=]

2 entao devolva 0

3 mli,j] + o

4 para k < i/ até j — 1 faca

5 g1 + REC-MAT-CHAIN (p, i, k)

6 ¢» < REC-MAT-CHAIN (p, k + 1, )
7 q< qu+pli —1]plklpl] + q2

8 se g < mli,J]

9 entdao mli,j| + g

10 devolva m|i, ]

Corretude: imediata da corretude da recorréncia



Consumo de tempo

A plataforma utilizada nos experimentos é um PC rodando Linux
Debian 7.7 com um processador Pentium |l de 233 MHz e 128MB
de memdédria RAM.

O programa foi compilado com o gcc versdo 77 e opcdo de
compilacdo “-02".

n |3 6 10 20 25
tempo | 0.0s 0.0s 0.0ls 201s 567m




Consumo de tempo

T(n) = namero de comparagdes entre g e m[x , %]
na linha 8 quando n:=j — i +1

T(1) = 0

T(n) = z_: (T(h)+ T(n—h)+1) = 22—: T(h) + (n—1)
h=1 h=2

= 2(T(2)+---+T(n=1)) + (n—1) paran>2



Consumo de tempo

T(n) = namero de comparagdes entre g e m[x , %]
na linha 8 quando n:=j — i +1

T(1) = 0
n—1 n—1
T(n) = » (T(h)+T(n—h)+1) = 2% T(h) + (n—1)
h=1 h=2
= 2(T(2)+---+T(n=1)) + (n—1) paran>2

Considere a mesma férmula para n — 1
T(n—1) = 2(T(2)+---+T(n-2)) + (n—2)

e subtraia a primeira da segunda.



Consumo de tempo
T(n) = nGmero comparagdes entre g e m[x , ]
na linha 8 quando n:=j — i +1
T(n) = 2(T(2)+---+T(n-1)) + (n—1)
Considere a mesma férmula para n — 1
T(n—1) = 2(T(2)+---+T(n=2)) + (n—2)

e subtraia a primeira da segunda:



Consumo de tempo

T(n) = nGmero comparagdes entre g e m[x , ]

na linha 8 quando n:=j — i +1

T(n) = 2(T(2)+---+T(n-1)) + (n—1)

Considere a mesma férmula para n — 1

T(n—1) = 2(T(2)+---+T(n=2)) + (n—2)
e subtraia a primeira da segunda:

T(n)—T(n—1) = 2T(n—1)+ 1.

Logo T(n) = 3T(n—1)+1.



Consumo de tempo

T(n) = nGmero comparagdes entre g e m[x , ]

na linha 8 quando n:=j — i +1

T(n) = 2(T(2)+---+T(n-1)) + (n—1)

Considere a mesma férmula para n — 1

T(n—1) = 2(T(2)+---+T(n=2)) + (n—2)
e subtraia a primeira da segunda:

T(n)—T(n—1) = 2T(n—1)+ 1.

Logo T(n) = 3T(n—1)+1.

. n—1__
Exercicio: prove que T(n) = 3 5 L para n > 1.




Conclusdo

O consumo de tempo do algoritmo REC-MAT-CHAIN é Q(3").




Resolve subproblemas muitas vezes
pl0] =10 p[1] =100 p[2]=5 p[3] =50

REC-MAT-CHAIN(p, 1, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)

REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)

Nimero minimo de mults = 7500



REC-MAT-CHAIN(p, 1, 5)

REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)

Resolve subproblemas muitas vezes

REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 4)

REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 1, 1)
REC-MAT-CHAIN(p, 2, 2)
REC-MAT-CHAIN(p, 3, 3)
REC-MAT-CHAIN(p, 4, 4)
REC-MAT-CHAIN(p, 5, 5)



Programacdo dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma so vez.
Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...



Programacado dindmica

Cada subproblema

A A

é resolvido uma sé vez.

IR

6

i

A 3 A4 O 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4, 6], m[5,6], m|[6, 6].




Programacado dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma sé vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4, 6], m[5,6], m|[6, 6].

Calcule todos os mli,j] com j —i+1=2,
depois todos com j — /i +1 = 3,
depois todos com j — i +1 =4,
etc.

00D -

6

i

L 2 4 5 6

O I Y

{

2 3 4 5 6




Programacado dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma sé vez.

00D -

6

i

L 3 A4 5 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4, 6], m[5,6], m|[6, 6].

Calcule todos os mli, j] com j —i+1=2,
depois todos com j — /i +1 = 3,
depois todos com j — i +1 =4,
etc.

O I € I Y




Programacado dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma sé vez.

OO0 -

6

i

L 3 A4 O 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6,6].

Calcule todos os m|i, j] com j — i+ 1 =2,
depois todos com j — /i +1 = 3,
depois todos com j — i +1 =4,
etc.

O I € Y




Programacado dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma sé vez.

OO0 -

6

1

L 3 A4 9 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6,6].

Calcule todos os mli, j] com j — i+ 1 =2,
depois todos com j — /i + 1 = 3,
depois todos com j — i +1 =4,
etc.

O € I Y




Programacado dindmica

Cada subproblema
A A

é resolvido uma sé vez.

OO0 -

6

1

A 3 4 O 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6, 6].

Calcule todos os mli, j] com j — i+ 1 =2,
depois todos com j — /i + 1 = 3,
depois todos com j — i +1 =4,
etc.

O € I Y




1 L 32 149 O 6

Programacdo dindmica 4
L

Cada subproblema 3

A A 4

é resolvido uma so vez. Z

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de

m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6, 6].

N XN -
@)




Programacado dindmica

Cada subproblema

A A

é resolvido uma sé vez.

(€IS S U I

6

LA 3 4 O 6

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2, 6] preciso de ...

m[2,2], m[2, 3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6, 6].

O >R -~

I 2 32 4 5 6
O 1= |
O | .’“'.’
O le
O|——>F

‘\6 _____;:’

9,




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = r<nk|2{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,/] }
i<k<j

po=10 p1=10 px=20 p3=30 ps=10 ps=15 ps=30
Al A2 A3 A4 A5 A6



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A1 A))  As As As As

S 01 B W N
o




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A A)) Az As As As

1 . 3 4 5 6
1] 0 | 2000
2 0
3 0
4 0
5 0
6 0

m[1,1] + p[1—1]p[1]p[2] + m[1+1, 2]=0+2000+0=2000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq (A2 A3) Ay As As

0 27

S 01 B W N -
o




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq (A A3)  Ag As As

1 . 3 4 5 6
1| 0 | 2000
2 0 | 6000
3 0
4 0
5 0
6 0

m[2,2] + p[2—1]p[2]p[3] + m[2+1, 3]=0-+6000-+-0=6000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq Ay (A3 Ay As As

0 6000
0 27

SO 1 A W N =
(@)




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq Ao (A3 A4) As A6

1 . 3 4 5 6
1| 0 | 2000
2 0 | 6000
3 0 | 6000
4 0
5 0
6 0

m[3, 3] + p[3—1]p[3]p[4] + m[3+1, 4]=0+60004+0=6000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq A As (A4 As)  As

1 2 3 4 5 6 J
1 0 2000
2 0 6000
3 0 6000
4 0 77
5 0
6




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq A As (A4 As)  As

1 2 3 4 5 6 J
1 0 2000
2 0 6000
3 0 6000
4 0 4500
5 0
6 0

m[4,4] + p[4—1]p[4]p[5] + m[4+1,5]=0445004+0=4500



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = ?klg{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }
i<k<j

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq A As Ar (As As)

1 . 3 4 5 6
1| 0 | 2000
2 0 | 6000
3 0 | 6000
4 0 | 4500
5 0 77
6




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq A As Ar (As Ae)

1 . 3 4 5 6
1| 0 | 2000
2 0 | 6000
3 0 | 6000
4 0 | 4500
5 0 | 4500
6 0

m[5, 5] + p[5—1]p[5]p[6] + m[5+1, 6]=0+45004+0=4500



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = min {m[i, k] + pi—1pxp; + m[k+1,/] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

S 01 B W N

I<k<Jy

(A Ao As ) Ay As A6
1 2 3 4 5 9
0 2000 77
0 6000
0 6000
0 4500

0 4500

0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A (A; A3)) A As As

1 . 3 4 5 6
1{ 0 | 2000 | 9000
2 0 | 6000
3 0 | 6000
4 0 | 4500
5 0 | 4500
6 0

m[1,1] + p[1—1]p[1]p[3] + m[1+1, 3]=0-3000-+6000=9000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
((Aq A))  As) A As As

1 . 3 4 5 6
1| 0 | 2000 | 8000
2 0 | 6000
3 0 | 6000
4 0 | 4500
5 0 | 4500
6 0

m[L,2] + p[1—1]p[2]p[3] + m[2-+1, 3]=2000+6000+0=8000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = min {m[i, k] + pi—1pxp; + m[k+1,/] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

S 01 B W N -

I<k<Jy

( Az A3z Ay ) As Ag
2 3 4 5 9
2000 | 8000
0 6000 77
0 6000
0 4500

0 4500

0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

A (A (A3 Ai))  As Ag
1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 8000
2 0 6000 | 8000
3 0 6000
4 0 4500
5 0 4500
§) 0

m[2,2] + p[2—1]p[2]p[4] + m[2+1, 4]=0-2000-+6000=8000




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

A (A As)  As)  As A6
1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 8000
2 0 6000 | 8000
3 0 6000
4 0 4500
5 0 4500
§) 0

m[2,3] + p[2—1]p[3]p[4] + m[3+1, 4]=6000+3000-+0=9000




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq Ay (A As As)  As

2 3 4 5 6
1 2000 | 8000
2 0 6000 | 8000
3 0 6000 27
4 0 4500
5 0 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[3,3] + p[3—1]p[3]p[5] + m[3+1, 5]=0+9000+4500=13500

A1 A (As (Ag As))  As
1 2 3 4 5 6
1 0 2000 | 8000
2 0 6000 | 8000
3 0 6000 | 13500
4 0 4500
5 0 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

SO 1 A W N =

m[3,4] + p[3—1]p[4]p[5] + m[4-+1, 5]=6000-3000-+0=9000

A1 A ((As As) As ) Ae
1 2 3 4 5 9
0 2000 | 8000
0 6000 | 8000
0 6000 | 9000
0 4500
0 4500

0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

A1 Ao Az (Ag As As )

2 3 4 5 6

1 2000 | 8000

2 0 6000 | 8000

3 0 6000 | 9000

4 0 4500 7

5 0 4500

6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[4,4] + p[4—1]p[4]p[6] + m[4+1, 6]=0+9000+4500=13500

A1 Az Az (Ag (As As))

1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 38000
2 0 6000 | 3000
3 0 6000 | 9000
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[4, 5] + p[4—1]p[5]p[6] + m[5+1, 6]=4500+13500+0=18000

A1 Ao As  ((Aq As)  As )
1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000
2 0 6000 | 8000
3 0 6000 | 9000
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = min {m[i, k] + pi—1pxp; + m[k+1,/] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

S 01 B W N

I<k<Jy

Ao A3 Ar)  As A6
2 3 4 5 9
2000 | 8000 77
0 6000 | 8000
0 6000 | 9000
0 4500 | 13500
0 4500
0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,1] + p[1—1]p[L]p[4] + m[1+1,4]=0-+1000-+8000=9000

(A1 (A As A)))  As Ag

1 2 3 4 5 6

1| o | 2000 | 8000 | 9000

2 0 | 6000 | 8000

3 0 | 6000 | 9000

4 0 | 4500 | 13500

5 0 | 4500

6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,2] + p[1—1]p[2]p[4] + m[2+1, 4]=2000+2000+6000=10000

(A A2) (A5 A1) A A

1 2 3 4 5 6

1 0 2000 | 8000 | 9000

2 0 6000 | 8000

3 0 6000 | 9000

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,3] + p[1—1]p[3]p[4] + m[3+1, 4]=8000+3000+0=11000

(A1 Ao As)  Ay)  As Ag

1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000

2 0 6000 | 8000

3 0 6000 | 9000

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

Ar (A A5 Ay As) A

2 3 4 5 6

1 2000 | 8000 | 9000

2 0 | 6000 | 8000 | 7?7

3 0 | 6000 | 9000

4 0 | 4500 | 13500

5 0 | 4500

6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[2,2] + p[2—1]p[2]p[5] + m[2+1, 5]=0+3000+9000=12000

Al (A (As As As)  As

1 2 3 4 5 6
1| o | 2000 | 8000 | 9000
D 0 | 6000 | 8000 | 12000
3 0 | 6000 | 9000
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

At (A As) (As As))  As

1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 8000 | 9000
2 0 6000 | 8000 | 12000
3 0 6000 | 9000
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
§) 0

m|[2, 3] + p[2—1]p[3]p[5] + m[3+1, 5]=6000+4500+4-4500=15000




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[2,4] + p[2—1]p[4]p[5] + m[4-+1,5]=8000-+1500-+0=9500

At ((A2 A3 Ay)  As) A

1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 8000 | 9000
2 0 6000 | 8000 | 9500
3 0 6000 | 9000
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

Al A (A3 Ar A Ag)

2 3 4 5 6
1 2000 | 8000 | 9000
2 0 6000 | 8000 | 9500
3 0 6000 | 9000 27
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
A1 A, (As (Aq As As))

1 . 3 4 5 6
1 0 | 2000 | 8000 | 9000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 31500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[3,3] + p[3—1]p[3]p[6] + m[3+1, 6]=0+18000+13500=31500



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Ai A (A A1) (A Ag))

1 . 3 4 5 6
1 0 | 2000 | 8000 | 9000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[3,4] + p[3—1]p[4]p[6] + m[4+1, 6]=6000+6000+4500=16500



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
Aq A ((As As As)  Ag)

1 . 3 4 5 6
1 0 | 2000 | 8000 | 9000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[3,5] + p[3—1]p[5]p[6] + m[5+1, 6]=9000+9000+0=18000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(Ar Ao A3 Ag As ) As

1 2 3 4 5 6
0 | 2000 | 8000 | 9000 | 7?7

0 | 6000 | 8000 | 9500
0 | 6000 | 9000 | 16500

S 01 B W N
o

4500 | 13500
0 4500
0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A1 (A2 A3 Ag As))  As

1 2 3 4 5 6
1| 0 | 2000 | 8000 | 9000 | 11000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[1,1] + p[1—1]p[1]p[5] + m[1+1, 5]=0+1500-+9500=11000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A Ay ) (As Ay As))  Ag

1 2 3 4 5 6
1| o | 2000 | 8000 | 9000 | 11000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[1,2] + p[1—1]p[2]p[5] + m[2+1, 5]=2000+3000+9000=14000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
(A A As)  (As As))  As

1 2 3 4 5 6
1| 0o | 2000 | 8000 | 9000 | 11000
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[1, 3] + p[1—-1]p[3]p[5] + m[3+1, 5]=8000+4500+4-4500=17000



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30
((A1 Ao A3 Ar)  As ) As

1 2 3 4 5 6
1| o | 2000 | 8000 | 9000 | 10500
2 0 | 6000 | 8000 | 9500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[1,4] + p[1—1]p[4]p[5] + m[4+1, 5]=9000+1500+0=10500



Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = min {m[i, k] + pi—1pxp; + m[k+1,/] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

S 01 B W N -

I<k<Jy

A (A As As As As )

1 2 3 4 5 6
0 | 2000 | 8000 | 9000 | 10500

0 | 6000 | 8000 | 9500 | 77

0 | 6000 | 9000 | 16500

0 | 4500 | 13500

0 | 4500
0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

Av (A (A As As Ae))
1 2 3 4 5 6

1| o | 2000 | 8000 | 9000 | 10500
D 0 | 6000 | 8000 | 9500 | 22500
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[2,2] + p[2—1]p[2]p[6] + m[2+1, 6]=0-+6000-+16500=22500




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

A1 ((A As) (A As As))
1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500
2 0 6000 | 8000 | 9500 | 22500
3 0 6000 | 9000 | 16500
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
§) 0

m[2,3] + p[2—1]p[3]p[6] + m[3+1, 6]=6000+9000+13500=28500




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

At ((As A3 As) (As As))
1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500
2 0 6000 | 8000 | 9500 | 15500
3 0 6000 | 9000 | 16500
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
§) 0

m[2,4] + p[2—1]p[4]p[6] + m[4+1, 6]=8000+3000+4500=15500




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

A (A As As As)  Ag)
1 2 3 4 5 6

1| o | 2000 | 8000 | 9000 | 10500
D 0 | 6000 | 8000 | 9500 | 14000
3 0 | 6000 | 9000 | 16500
4 0 | 4500 | 13500
5 0 | 4500
6 0

m[2, 5] + p[2—1]p[5]p[6] + m[5+1,6]=9500+4500+4-0=14000




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = min {m[i, k] + pi—1pxp; + m[k+1,/] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

S 01 B W N

I<k<Jy

(A Ao A3 Ag As As )
1 2 3 4 5 9
0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 77

0 6000 | 8000 | 9500 | 14000

0 6000 | 9000 | 16500

0 4500 | 13500

0 4500
0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,1] + p[1—1]p[1]p[6] + m[1+1, 6]=0+3000-+14000=17000

(A (A As As As As))

1 2 3 4 5 6

1| o | 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 17000

2 0 | 6000 | 8000 | 9500 | 14000

3 0 | 6000 | 9000 | 16500

4 0 | 4500 | 13500

5 0 | 4500

6 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,2] + p[1—1]p[2]p[6] + m[2+1, 6]=2000+6000+16500=24500

((Ar Ax)  (As Ag As As))

1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 17000

2 0 6000 | 8000 | 9500 | 14000

3 0 6000 | 9000 | 16500

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,3] + p[1—1]p[3]p[6] + m[3+1, 6]=8000+9000+13500=30500

((As Ao As) (A As As))

1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 17000

2 0 6000 | 8000 | 9500 | 14000

3 0 6000 | 9000 | 16500

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1,4] + p[1—1]p[4]p[6] + m[4+1, 6]=9000+3000+4500=16500

(A1 Ao A3z Ay)  (As As ))

1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 16500

2 0 6000 | 8000 | 9500 | 14000

3 0 6000 | 9000 | 16500

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

m[1, 5] + p[1—1]p[5]p[6] + m[5+1, 6]=10500+4500+0=15000

(A1 Ao Az As As)  As )

1 2 3 4 5 9

1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 15000

2 0 6000 | 8000 | 9500 | 14000

3 0 6000 | 9000 | 16500

4 0 4500 | 13500

5 0 4500

§) 0




Simulacdo

se | < j entdo m[i,j] = I?klgj{ mli, k] + pi—1pkp; + mlk+1,] }

po=10 p1=10 po=20 p3=30 ps=10 ps=15 pg=30

((( A Ao Az As))) As)  As )
1 2 3 4 5 9
1 0 2000 | 8000 | 9000 | 10500 | 15000
2 0 6000 | 8000 | 9500 | 14000
3 0 6000 | 9000 | 16500
4 0 4500 | 13500
5 0 4500
§) 0




Algoritmo de programacdo dindmica

y

N 0 se =/
mli,j] = 4 min { m[i, k] + pi—1pkp; + mlk+1,j]} sei </
| i<k<j

Recebe p[0.. n] e devolve m[1, n].

MATRIX-CHAIN-ORDER (p, n)

1 para i<+ 1 até n faca

2 m[i,i] < 0

3 para/ <+ 2 até n faca > ¢ & comprimento da cadeia A; - - - A;
4 para /| <+ 1 até n faca > FIXME

5 J—i+0—-1 > Aiig---Aire—1 tem comprimento £
6 mli, j] < oo

7 para k < /| até j — 1 faca

8 q < mli, k] + p[i — 1]p[k]plj] + m[k+1, /]

9 se g < m|i,J]
10 entdao m[i,j] < q
11 devolva m|1, n]



Algoritmo de programacdo dindmica

y

N 0 se =/
mli,j] = 4 min { m[i, k] + pi—1pkp; + mlk+1,j]} sei </
| i<k<j

Recebe p[0.. n] e devolve m[1, n].

MATRIX-CHAIN-ORDER (p, n)

1 para /< 1 até n faca

2 m[i,i] < 0

3 para/ <+ 2 até n faca > ¢ & comprimento da cadeia A; - - - A;
4 para i <+ 1 até n—/+1 faca > FIXED!

5 J—i+0—-1 > Aiig---Aire—1 tem comprimento £
6 mli, j] < oo

7 para k < /| até j — 1 faca

8 q < mli, k] + p[i = 1]p[k]plj] + m[k+1,]]

9 se g < m|i,J]
10 entdao m[i,j] < q
11 devolva m|1, n]



Consumo de tempo

Linhas 3-10: tratam subcadeias A; - - - A; de comprimento ¢



Consumo de tempo

Linhas 3-10: tratam subcadeias A; - - - A; de comprimento ¢

Consumo de tempo: 777



Consumo de tempo

Linhas 3-10: tratam subcadeias A; - - - A; de comprimento ¢

Consumo de tempo: O(n®) (trés loops encaixados)



Consumo de tempo

Linhas 3-10: tratam subcadeias A; - - - A; de comprimento ¢

Consumo de tempo: O(n®) (trés loops encaixados)

O consumo de tempo do algoritmo
MATRIX-CHAIN-ORDER & O(n?).




Vers3o recursiva com memoizacao

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN-ORDER (p, n)
1 para/ < 1até nfaca

2 para j < 1 até n faca

3 m[i, j] < o

4 devolva LOOKUP-CHAIN (p, 1, n)

LOOKUP-CHAIN (p, i, )

1 se m[i,j] < oo
entao devolva m|/, ]

se /=
entdao m|i,j] < 0

para k < | até j — 1 faca
q < LOOKUP-CHAIN (p, i, k) + pli—1]p[k]p[/]

+ LOOKUP-CHAIN (p, k+1, )

se g < ml|i,J]

9 entdo m[i,j] < q

10 devolva m|i, ]

O NO 1 & WD



Ingredientes de programacao dindmica

» Subestrutura étima: solucBes étimas contém solucdes 6timas
de subproblemas.

» Subestrutura: decomponha o problema em subproblemas
menores e, com sorte, mais simples.

» Bottom-up: combine as solucdes dos problemas menores para
obter solucdes dos maiores.

» Tabela: armazene as solucdes dos subproblemas em uma
tabela, pois solucdes dos subproblemas sdo consultadas véarias
vezes.

» Nimero de subproblemas: para a eficiéncia do algoritmo é
importante que o nimero de subproblemas resolvidos seja
‘pequeno’.

» Memoized: versdo top-down, recursdo com tabela.



Exercicio

O algoritmo MATRIX-CHAIN-ORDER determina o niimero minimo

de multiplicacdes escalares necessario para calcular produto
A1Ar - A,

Na aula, mencionamos uma maneira de obter uma parentizacdo
6tima a partir dos calculos feitos, usando para isso um dado a mais
que podemos guardar no decorrer do algoritmo.

Faca os ajustes sugeridos na aula, de modo a guardar esse dado
extra, e devolvé-lo junto com o valor m[1, n|.

Faca uma rotina que recebe a informac3o extra armazenada pelo
algoritmo acima e imprime uma parentizacdo étima das matrizes

AiAs - A,



Exercicios

Exercicio A [CLRS 15.2-1]
Encontre uma maneira 6tima de fazer a multiplicacido iterada das
matrizes cujas dimensdes sdo (5,10,3,12,5,50,6).

Exercicio B [CLRS 15.2-5]
Mostre que sdo necessarios exatamente n — 1 pares de parénteses
para especificar exatamente a ordem de multiplicacdo de

Al - Ay A,



