k-ésimo menor elemento

CLRS Sec 9.3



k-ésimo menor

Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de A[l.. n.

Suponha A[1.. n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10
[22]99[32]88 [34[33[11[9755]66] A

1 A 10
[ 11][22]32][33]34]55[66]88]97]99]| ordenado




k-ésimo menor

Recebe A[p..r) e ktal que 1 < k <r—p
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[p..r).

SELECT-ORD (A, p, r, k)
1 ORDENE (A, p,r)
2 devolva A[p — 1+ K]

SELECT-ORD pode ser implementado de modo a consumir
tempo O(nlgn) onde n:=r —p.




k-ésimo menor

Recebe A[p..r) e ktal que 1 < k <r—p
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[p..r).

SELECT-ORD (A, p, r, k)
1 ORDENE (A, p,r)
2 devolva A[p — 1+ K]

SELECT-ORD pode ser implementado de modo a consumir
tempo O(nlgn) onde n:=r —p.

Da para fazer melhor?



Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r) de modoque p<g<re
Alp..q) < Alg] < A(q..r)

PARTICIONE (A, p, r)

1 x <« A[r—1] > x & o "pivd’
2 i+p
3 paraj<« patér—2faca
4 se A[j] < x
5 entdo A[i] + A[j]
6 i+ i+1
7 Alll < Alr—1] D> troca com o “pivd”
8 devolva |
Invariantes:

(i0) Alp..i) < x (i1) x < Ali..J) (i2) Alr — 1] = x



Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r) de modoque p<g<re
Alp..q) < Alg] < A(q..r)

PARTICIONE (A, p, r)

1 x <« A[r—1] > x & o "pivd’

2 i+p

3 paraj<« patér—2faca

4 se A[j] < x

5 entdo A[i] + A[j]

6 i+ i+1

7 Alll < Alr—1] D> troca com o “pivd”
8 devolva |

Consumo de tempo: ©(n) onde n:=r — p.



Algoritmo SELECT deterministico

Recebe A[p..r) e ktal que 1 < k <r—p
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[p..r).

SELECT (A, p,r, k) > devolve k-ésimo menor de Alp..r)

1
2
3
4
5
6
7
8

se r — p = 1 entdo devolva A[p]
g < PARTICIONE (A, p, r)
num.pivé < g —p+1 > n®de elementos em Alp. . q]
se k = numcpivd
entdo devolva A[q]
se k < numcpivd
entdo devolva SELECT (A, p, g, k)
sendo devolva SELECT (A, g+1, r, k—num< pivo)

Consumo de tempo no pior caso € ©(n?), onde n:=r — p.



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisdo e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.
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Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisdo e conquista.

Veremos o algoritmo BERRT MoM,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan,
também conhecido como “Median of Medians”

Se o pivé do PARTICIONE for a mediana do vetor,
qual seria o consumo de tempo do SELECT?



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisdo e conquista.

Veremos o algoritmo BERRT MoM,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan,
também conhecido como “Median of Medians”

Se o pivé do PARTICIONE for A mediana do vetor,
qual seria o consumo de tempo do SELECT?



A Mediana

Para os propésitos desta aula, vamos redefinir mediana:

A mediana de A[L..n] & o [} |-ésimo menor elemento de A[1.. ]



A Mediana

Para os propésitos desta aula, vamos redefinir mediana:
A mediana de A[L..n] & o [} |-ésimo menor elemento de A[1.. ]
MEDIANA-ORD (A, p,r) > mediana de Alp..r)

1 n—r—p
2 devolva SELECT-ORD (A, p, r, | 51 ])



A Mediana

Para os propésitos desta aula, vamos redefinir mediana:
A mediana de A[L..n] & o [} |-ésimo menor elemento de A[1.. ]
MEDIANA-ORD (A, p,r) > mediana de Alp..r)

1 n—r—p
2 devolva SELECT-ORD (A, p, r, | 51 ])

MEDIANA-ORD pode ser implementado de modo a consumir
tempo O(nlgn), onde n:=r — p.




Select-MoM

Recebe A[p..r) e k tal que 1 < k < r—p e devolve
0 k-ésimo menor elemento de A[p..r).

SELECT-MoM(A, p, r, k)
ser—p=1
entdo devolva A[p]
g < PARTICIONE-MoM (A, p, r)
num.pivé <~ g—p+1 > n?de elementos em Alp.. q]
se k = numcpivd
entdo devolva A[q]
se k < numcpivd
entdo devolva SELECT-MoM (A, p, g, k)
sendo devolva SELECT-MoM (A, g+1, r, k—num.pivo)

© 0o ~NO OB~ WD =



Particione-MoM

g

numcpivo — 1 n — numcpivo

Rearranja A[p..r) e devolve um indice g, com g € [p..r),
tal que A[p..q) < A[g] < Alg+1..r)e

n
max{num<pivoé — 1, n — num_pivd} < 0 + 3,

onde n=r — p e num.pivo = g — p+ 1.

Suponha que P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-MoM quando n=r —p



Consumo de tempo

T(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-MoM quando n=r — p e | = num.pivod

linha consumo de todas as execucdes da linha

1-2  =0(1)
3 = P(n)
-7 =0(1)
8 < T(i—1)
9 < T(n—1)

T(n) <©()+P(n)+ miax{ T(i—1), T(n—1)}
< O(1)+ P(n)+ T([ 53] +3)

7
Lembre-se: i —1, n—i < 1—8 + 3.



Particione-MoM
n:=r—p

Suponha que n é um maltiplo de 5.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)

1 n<+<r—p > Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])
2 ng< [n/5]

3 parajem|[0..ng) faca

4 B[j] + MEDIANA-ORD (A, p + 5/, p+ 5/ +5)



Particione-MoM
n:=r—p

Suponha que n € um madltiplo de 5.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)

1 n+r—p > Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])
2 ng <+ [n/5]

3 parajem|[0..npg) faca

4  B[j]+ MEDIANA-ORD (A, p+5j,p+5j+5)

P ?+5 Pp+i0

A l44|s50|32 |21 |6t |19 |5 |23 |28 |84 & |§O |13




Particione-MoM
n:=r—p

Suponha que n € um madltiplo de 5.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)

1 n+r—p > Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])
2 ng <+ [n/5]

3 parajem|[0..npg) faca

4  B[j]+ MEDIANA-ORD (A, p+5j,p+5j+5)

P P+S P+i0
A |44 50|32 |21 |6t |19 |5 |23 |2F 84| & |§O | 13 |36 |29
B |44]22| %6




Particione-MoM
ni=r—p
Suponha que n & um maltiplo de 5. Se n3o, troque p+5j + 5 na
linha 4 por min{p+ 5/ +5,r}.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)

1 n<+<r—p > Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])
2 ng< [n/5]

3 parajem|[0..ng) faca

4 B[j] + MEDIANA-ORD (A, p + 5/, p+ 5/ +5)



Particione-MoM

ni=r—p

Suponha que n é um madltiplo de 5. Se n3o, troque p+ 5/ + 5 na

linha 4 por min{p + 5/ + 5, r}.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)
1 n<r—p

G W

P

ng < [n/5]
para j em [0..ng) faca
B[j] < MEDIANA-ORD (A, p+5/,p + 5/ +5)

MoM <« SELECT-MoM (B, 0, ng, |

> Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])

P+

ng+1

2

|) > median of medians

P+io
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Particione-MoM
n:=r—p

Suponha que n é um madltiplo de 5. Se n3o, troque p+ 5/ + 5 na
linha 4 por min{p + 5/ + 5, r}.

PARTICIONE-MoM (A, p, r)
n<r—p > Usamos vetor auxiliar B[0..[n/5])
ng < [n/5]
para j em [0..ng) faca
B[j] + MEDIANA-ORD (A, p+ 5/, p + 5/ + 5)

MoM < SELECT-MoM (B, 0, ng, L"B;lj) > median of medians

Encontre £ em [p, r) tal que A[{] = MoM
All] < Alr — 1]
devolva PARTICIONE (A, p, r)

O~N O 1 WD



Consumo de tempo do Particione-MoM

P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-MoM quando n=r —p

linha consumo de todas as execucdes da linha




Consumo de tempo do Select-MoM

T(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-MoM quando n=r —p

Temos que

para todo n > 2.



Particione-MoM

numcpivé — 1 n — numcpivo

Rearranja A[p..r) e devolve um indice g, com g € [p..r),
tal que Alp..q) < Alq] < Alg+1..r)e

7
max{num-pivé — 1, n — num-pivo} < 1—8 +3,

onde n=r — p e numpivo =g —p+ 1.



Particione-MoM
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Particione-MoM
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Particione-MoM

44 53 3¢ 91
Flol PRl 3¢ S5O g3 39 93
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~l

% Y - .Q . A
se k < num.pivod 7 dluta” aagiio agal (ad. pid )
entdo devolva SELECT-MoM (A, p, g, k)

9 sendo devolva SELECT-MoM (A, g+1, r, k—num,pivod)
\

(o]

detita” Mgdo vuumelha (b pid)



Particione-MoM




Particione-MoM
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Particione-MoM

44 53 3¢ 91
38 50 g3 39 93

G4 61 &3 §o

veumelhos > 3[;{—[3” -3

5
apust = 3 [ﬁgﬂ -3



Particione-MoM

1
2



Um chute para a classe O7

Arvore da recorréncia:

)



Um chute para a classe O7

Arvore da recorréncia:

(»)
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Um chute para a classe O?

Arvore da recorréncia:




Um chute para a classe O?

Arvore da recorréncia:




Contas

nivel | 0 1 2 k—1 k
9 92 9k—1 gk
soma ‘ n Ton 1702,7 e W” Wn



Contas

nivel | 0 1 2 ... k-1 k
2 k—1 k
soma ‘ n 1%” %n %n 19—0kn
10%-1 10%
w < n S 97 = k = ﬂOg% n—l



Contas

nivel | 0 1 2 ... k-1 k
2 k—1 k
soma ‘ n 1%” %n %n 19—0kn
10kt 10k
ok 1 < n < ok = k= [Iog% nj
9 9k—1 9k
S(n):n—f—ﬁn—f— +10k 1H+Wn
= 1+g+ + o n
10 10k



Consumo de tempo do Select-MoM

T(n) pertence a mesma classe O que:

S(n) =1 para todo n < 100

st =s([2])+s QESJ +3> +n para todo n > 100

Vamos verificar que S(n) < Cn para todo n > 1, onde C := 20.

Prova: Se n€ {1,...,99}, entdo S(n) =1 <20 < Cn.



Recorréncia
Se n > 100, ent3o
n n
< _ -
5(n)_5({5])+5q10J+3>+n
hi n
<C- [SMC Q J+3>
n
:gn+c+%n+3c+n
:10n+10n+n+4C
= (35 +1)n+4ac
< Cn (pois n > 100 e C = 20).

IN

Logo, T(n) & O(n).



Conclus3o

O consumo de tempo do SELECT-MoM é O(n).




