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Aula de hoje:

Algoritmos de ordenac3o lineares!



Ordenacdo em tempo linear

CLRS cap 8
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Counting Sort

Recebe inteiros n e k, e um vetor A[l.. n]
onde cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n| com
os elementos de A[l..n] em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)
para / < 1 até k faca
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para j < 1 até n faca
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Counting Sort

Recebe inteiros n e k, e um vetor A[l.. n]
onde cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n| com
os elementos de A[l..n] em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)
para / < 1 até k faca
Cli]« 0
para j < 1 até n faca
CIA[J]] < CIA[j]] +1 © C[i]: n2 de ocorréncias de i em A
para /| < 2 até k faca
Cli] < Cli]+ C[i = 1] © C[i]: n2 de elementos </ em A
para j < n decrescendo até 1 faca
BICIAL < Al
CIAU]] « ClAY]] -1
10 devolva B
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Counting Sort

COUNTINGSORT(A, n)

1 para /< 1 até k faca

2 Cli]« 0

3 para < 1 até n faca

4 CIA[J]] « CIA[]] +1 © C[i]: n2 de ocorréncias de i em A
5 para < 2 até k faca

6 Cli] < Cli]+ C[i = 1] © C[i]: n2 de elementos </ em A
7 para j < n decrescendo até 1 faca

8 BICIA]] « Al

o ClAl]l « CIAL] 1

10 devolva B

Por que escrevemos as linhas 7-9 dessa maneira?



Counting Sort

COUNTINGSORT(A, n)

1 para /< 1 até k faca

2 Cli]« 0

3 para < 1 até n faca

4 CIA[J]] « CIA[]] +1 © C[i]: n2 de ocorréncias de i em A
5 para < 2 até k faca

6 Cli] < Cli]+ C[i = 1] © C[i]: n2 de elementos </ em A
7 para j < n decrescendo até 1 faca

8 BICIA]] « Al

o ClAl]l « CIAL] 1

10 devolva B

Por que escrevemos as linhas 7-9 dessa maneira?
Porque isso garante que o COUNTINGSORT seja estavel.



Estabilidade

Um algoritmo de ordenacdo é estavel se sempre que,
inicialmente, A[i] = Alj] para i < j, a cépia Ali] termina
em uma posicdo menor do vetor que a cépia A[j].

| | 5|2 ]1]5s (—Sor‘t'kﬂa.
e|fla]kb L L u\{‘ofmaft Actelte




Estabilidade

Um algoritmo de ordenacdo é estavel se sempre que,
inicialmente, A[i] = Al[j] para i < j, a cépia A[i] termina
em uma posicdo menor do vetor que a cépia A[j].

Isso s6 é relevante quando temos informacdo satélite.



Estabilidade

Um algoritmo de ordenacdo é estavel se sempre que,
inicialmente, A[i] = Al[j] para i < j, a cépia A[i] termina
em uma posicdo menor do vetor que a cépia A[j].

Isso sé é relevante quando temos informacdo satélite.

Quais dos algoritmos que vimos s3o estaveis?’



Estabilidade

Um algoritmo de ordenacdo é estavel se sempre que,
inicialmente, A[i] = Al[j] para i < j, a cépia A[i] termina
em uma posicdo menor do vetor que a cépia A[j].

Isso sé é relevante quando temos informacdo satélite.

Quais dos algoritmos que vimos s3o estaveis?’

» inserc3do direta? selecdo direta’ bubblesort?
mergesort”?

quicksort?

heapsort?

vvyyvyy

countingsort?’



Consumo de tempo

COUNTINGSORT(A, n)

1 para/ < 1 até k faca

2 Cli]+ 0

3 paraj < 1 até n faca

4 CIA[J]] < CIA[]]+1 © C[i]: n2 de ocorréncias de i em A
5 para < 2 até k faca

6 Cli] < C[i]+ C[i = 1] © CJ[i]: n? de elementos < i em A
7 para j < n decrescendo até 1 faca

8  B[C[A[]]] + Al

9  ClA]] « ClAY]] -1

10 devolva B



Consumo de tempo

linha consumo na linha

O(k)

—
S X
~— —

O© 00O N O 1 & W DN
00000000
CIRORIACS

/AN
S
N— N’

—
o

©(1)

total 777



Consumo de tempo

linha consumo na linha

1 O(k)
2 O(k)
3 O(n)
4 O(n)
5 O(k)
6 O(k)
7 ©(n)
8 O(n)
9 O(n)
10 O(1)

total ©(k + n)



Counting Sort

COUNTINGSORT(A, n)
1 para /< 1 até k faca

Cli]«+ 0

para j < 1 até n faca
CIA[]] « ClAl]] +1

para | < 2 até k faca
Cli] « Cli]+ C[i — 1]

para j < n decrescendo até 1 faca
BICIAL < Al
CIAU]] « ClAY]] -1

devolva B
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Consumo de tempo: O(k + n)

Se k = O(n), entdo o consumo de tempo é O(n).



Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
» inteiros ndo-negativos com d digitos

» cartdes perfurados

» registros cuja chave tem varios campos

» datas, contendo os campos, dia, més e ano
» nomes completos, contendo os campos “primeiro nome’ e
“sobrenome”
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
» inteiros ndo-negativos com d digitos
» cartdes perfurados
» registros cuja chave tem varios campos

digito 1: menos significativo
digito d: mais significativo

RADIXSORT(A, n, d)
1 para i< 1 até d faca
2 ORDENE(A, n, /)

ORDENE(A, n,i): ordena A[l.. n] pelo i-ésimo digito
dos nimeros em A por meio de um algoritmo estavel.
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
» inteiros ndo-negativos com d digitos
» cartdes perfurados

» registros cuja chave tem varios campos

digito 1: menos significativo
digito d: mais significativo

299 220 220 29

45% 355 229 355

RADIXSORT(A, n, d) 65% 436 436 436
1 parai < 1até d faca 839 45% 839 45%

: 436 65% 355 65%
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar

» inteiros ndo-negativos com d digitos

» cartdes perfurados

» registros cuja chave tem varios campos

digito 1: menos significativo

digito d: mais significativo V v
229 o 20 229
45% 5 L7 355
RADIXSORT(A, n, d) 65% G 36 436
1 parai < 1até d faca 839 3 39 45%
2 ORDENE(A, n, i) 436 t F K’
220 9 5% 220
radnd/ - 355 9 o 8§39
BASE : L=1

PYasso : LD



Consumo de tempo do Radixsort
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Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada digito € um inteiro de 1 a k,
entdo podemos usar o COUNTINGSORT.

Neste caso, o consumo de tempo é ©(d(k + n)).



Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada digito € um inteiro de 1 a k,

entdo podemos usar o COUNTINGSORT.

Neste caso, o consumo de tempo é O(d(k + n)).

Se d é limitado por uma constante (ou seja, se d = O(1))
e k = O(n), entdo o consumo de tempo é O(n).
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[l.. n] onde
cada elemento & um namero no intervalo [0, 1).

A 47| 93| 82| 12| 42 | .03 | .62

Devolve um vetor C[1..n| com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

C 03| .12 | .38 | 42 | 47 | .62 | .77
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[l.. n] onde
cada elemento € um nimero no intervalo [0, 1).

Devolve um vetor C[1..n| com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.



Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[l.. n] onde
cada elemento € um nimero no intervalo [0, 1).

Devolve um vetor C[1..n| com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

BUCKETSORT(A, n)
1 para/< 0atén—1faca

B[i] <— NIL

para /| < 1 até n faca
x < Al/]
INSIRA(B[| nx]], x)

para /i < 0 até n — 1 faca
ORDENELISTA(BJi])

C < CONCATENE(B, n)

devolva C
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Bucket Sort

BUCKETSORT(A, n)

1

2
3
4
5
6
{
8
9

para /| < 0 até n — 1 faca
B[i] < ~m

para | < 1 até n faca
x < Al/]
INSIRA(B[| nx]], x)

para | < 0 até n— 1 faca
ORDENELISTA(BJi])

C < CONCATENE(B, n)

devolva C

A A4 ~

x deve v r/ o ,C—L:T’(M-o bu.ck&t

x € [““ ’°+'>=>w<€[& £41)

W) =L

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p



Bucket Sort

BUCKETSORT(A, n)
1 para/< 0atén—1faca
2 B[i] < ~m
3 para i<« 1 até nfaca
4 x < Al/]
5 INSIRA(B[| nx]], x)
6 para/ <+ 0até n—1 faca
7 ORDENELISTA(BJi])
8 C < CONCATENE(B, n)
9 devolva C

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p

ORDENELISTA(p): ordena a lista apontada por p



Bucket Sort

BUCKETSORT(A, n)
1 para/< 0atén—1faca
2 B[i] < ~m
3 para i<« 1 até nfaca
4 x < Al/]
5 INSIRA(B[| nx]], x)
6 para/ <+ 0até n—1 faca
7 ORDENELISTA(BJi])
8 C < CONCATENE(B, n)
9 devolva C

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p
ORDENELISTA(p): ordena a lista apontada por p

CONCATENE(B, n): devolve a lista obtida da
concatenacdo das listas apontadas por B[0],..., B[n — 1].



Consumo de tempo: caso médio

Suponha que os niimeros em A[1.. n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.
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Suponha que os niimeros em A[1.. n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.

Seja X; o namero de elementos na lista B|i].
Seja

X — 1  se o j-ésimo elemento de A foi para a lista B|i]
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Observe que X; =) . Xj;.
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Consumo de tempo

Xi: nimero de elementos na lista BJ/]

1  se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi]
Xij = 0 L N . .
se 0 j-ésimo elemento ndo foi para a lista BJi].

Y:: nimero de comparag¢des para ordenar a lista BJi].

Xi Xi(Xi — X?
Observe que Y; < ( ) — ( 1)

< i < X2
2 2 2

Logo, E[Yi] < E[X?] = E[(S7_, X;)?|

(5] - e[S 5

j=1 k=1

— [ZX,ﬂ + ZZXUX,k]

j=1 k=1
k7J



Consumo de tempo

Xi: nimero de elementos na lista BJ/]

v 1  se o j-ésimo elemento foi para a lista BJ/]
yo 0 se o j-ésimo elemento n3o foi para a lista BJi].

Y;: nimero de comparagdes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;°.

Logo, E[Y/] < E[ZX,ﬂ + ZZXUX/k]

j=1 k=1
k#J

— ZE i +ZZE X;i Xix |

Jj=1 k=1
k7J



Consumo de tempo

Xi: nimero de elementos na lista BJ/]

v 1  se o j-ésimo elemento foi para a lista BJ/]
yo 0 se o j-ésimo elemento n3o foi para a lista BJi].

Y;: nimero de comparagdes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X°.
Logo E[Yi] < E[X;?] = E[(3_; Xi)?]

E[(ZXU)2] = E[ZZXUX'/(]
- ZE[XU2]+ZZE[XUX,k]

J k#j
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Xi: nimero de elementos na lista BJ/]

. 1  se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi]
iy 0 se o j-ésimo elemento n3o foi para a lista BJi].

Y:: nimero de comparag¢des para ordenar a lista BJi].

Temos E[Y]<ZE i +ZZ]E X;i Xk

j=1 k=1
k#j

Observe que X,-j2 é uma variavel aleatéria binaria.



Consumo de tempo

Xi: nimero de elementos na lista BJ/]
o — { 1  se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi] }
i =

0 se o j-ésimo elemento n3o foi para a lista BJi].

Y:: nimero de comparag¢des para ordenar a lista BJi].

Temos E[Y]<ZE i +ZZ]E X;i Xk

j=1 k=1
k#J
Observe que X;? & uma variavel aleatéria binaria.

Vamos calcular sua esperanca:

1
E[Xj] = PrX;® = 1] = Pr[X; = 1] = —



Consumo de tempo

Para calcular E[ X Xj(] para j # k, primeiro
note que Xj; e Xj, sdo variaveis aleatérias independentes.
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note que Xj; e Xj, sdo variaveis aleatérias independentes.
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Consumo de tempo
Para calcular E[ X Xj(] para j # k, primeiro
note que Xj; e Xj, sdo variaveis aleatérias independentes.
Portanto, E[X,'J'X,'k] = E[XU]E[X,k]
Ademais, E[X;] = Pr[X; = 1] = +.

Logo, E[Y] < > E[XP]+)> > E[XjXu]
j=1 |

n 1 n n 1
DRI H I
j=1 j=1 k=1

kFJ

n 1
— = 1)
n—|—n(n )n2

1 1
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Consumo de tempo

Agora, seja Y => .7, Y.

Note que Y é o niimero de comparacdes
realizadas pelo BUCKETSORT no total.

Assim E[Y] &€ o nimero esperado de comparacdes
realizadas pelo algoritmo, e tal nimero determina
o consumo assintético de tempo do BUCKETSORT.

Mas entdo E[Y] = > 7, E[Yi] <2n—1 = O(n).

O consumo de tempo esperado do BUCKETSORT
quando os nimeros em A[l.. n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0,1) é O(n).




