Quicksort e Select Aleatorizados

CLRS Secs 7.3, 74 e 9.2



Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r) de modoque p<g<re
Alp..q) < Alg] < A(q..r)

PARTICIONE (A, p, r)

1 x <« A[r—1] > x & o "pivd’
2 i+p
3 paraj<« patér—2faca
4 se A[j] < x
5 entdo A[i] + A[j]
6 i+ i+1
7 Alll < Alr—1] D> troca com o “pivd”
8 devolva |
Invariantes:

(i0) Alp..i) < x (i1) x < Ali..J) (i2) Alr — 1] = x



Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r) de modoque p<g<re
Alp..q) < Alg] < A(q..r)

PARTICIONE (A, p, r)

1 x <« A[r—1] > x & o "pivd’

2 i+p

3 paraj<« patér—2faca

4 se A[j] < x

5 entdo A[i] + A[j]

6 i+ i+1

7 Alll < Alr—1] D> troca com o “pivd”
8 devolva |

Consumo de tempo: ©(n) onde n:=r — p.
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PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r) ©> i uniformeem [p..r)
2 Al < Alr—1]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)
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Consumo esperado de tempo

Basta contar o nimero esperado de comparacdes
na linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, r)

1 x<« A[r—1] > x é o "pivd”

2 i<p

3 paraj<«+ patér—2faca

4 se A[j] < x

5 entdo A[/] + A[j]

6 [+ i4+1

7 All]l < Alr—1] > troca com o “pivd”
8 devolva i



Consumo de tempo esperado

Suponha A[0..n) & uma permutagdo de {1,...,n}.

X;p = nimero de comparacdes entre a e b
na linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALEA;

Queremos calcular

X = total de comparagdes “A[j] < x"

n—1 n
= 2 2 X

a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado
Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaou b
Xap = ..
0 caso contrario

Qual é a probabilidade de X, valer 1?7



Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaou b
Xap = ..
0 caso contrario

Qual é a probabilidade de X, valer 1?7

1 1

P(X,,=1) =
(Xap=1) b—atl b_atl




Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,
1 se primeiro pivd em {a,...,b} éaou b
Xab = 0 L
caso contrario
Qual é a probabilidade de X, valer 1?7

1 n 1
b—a+1 b—a+1

n—1 n
X=3 > X

a=1 b=a+1

P(X.p=1) =

E[X] = 7777



Consumo de tempo esperado

n=1 n
EX] = Y EXu]

a= 1 b—a+1

- 5% poaey

a= 1b a+1

- Z Z b—a+1

a=1 b=a+1
n—1n—a

= 2.0 i1 k+1

a=1 k=1
n—1

< Yo(d+i++ )

a=1
< 2n (%—i—%—{——l—%) < 2n(1+1Inn) CLRS (A.7), p.1060



Conclusdes

O consumo de tempo esperado
do algoritmo QUICKSORT-ALEA é O(nlog n).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado
do algoritmo QUICKSORT-ALEA é ©(nlogn).




k-ésimo menor elemento

CLRS 9



k-ésimo menor

Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de A[1..n].

Suponha A[l.. n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10
122]99[32[88[34[33][11[97[55[66]| A

1 4 10
| 11]22]32[33]34[55][66]88]97]99] ordenado




Mediana

n+1
2

n+1
2

Uma mediana é o |
elemento.

|-ésimo menor ou o [ "5+ |-ésimo menor

Exemplo: as medianas s3o 34 e 55:

1 10
122]99[32[88]34[33][11[97|55]|66]| A

1 5 6 10
[11]22]32]33][34]55]66]88]97]99]| ordenado




k-ésimo menor

Recebe A[l..nj e ktal que 1 < k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[L.. n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

SELECT-ORD pode ser implementado para consumir tempo
O(nlgn).




k-ésimo menor

Recebe A[l..nj e ktal que 1 < k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[L.. n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

SELECT-ORD pode ser implementado para consumir tempo
O(nlgn).

Da para fazer melhor?



Menor

Recebe um vetor A[1.. n] e devolve o valor do menor elemento.

MENOR (A, n)
menor + A[1]
para k < 2 até n faca
se A[k] < menor
entdo menor < A[K]
devolva menor

AN

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é O(n).




Segundo menor

Recebe um vetor A[1.. n] e devolve o valor do segundo menor
elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor < min{A[1], A[2]}

2 segmenor < max{A[1], A[2]}

3 para k < 3 até n faca

4 se A[k] < menor

5 entao segmenor <— menor
6 menor < A[k]

7 sendo se A[k] < segmenor
8 entdo segmenor < A[K]
9 devolva segmenor

O consumo de tempo do SEG-MENOR é ©(n).




Algoritmo linear?

Serd que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?



Algoritmo linear?

Serd que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?

Siml

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!



Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 t<« RanpoMm(p,r) © t uniformeem [p..r)
2 Aft] + Alr—1]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k) > devolve k-ésimo menor de Alp..r)
se r — p = 1 entdo devolva A[p]
g + PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
num.pivé <~ g —p+1 > n?de elementos em Alp..q]
se k = num.pivd
ent3o devolva A[q]
se k < num.pivo
entdo devolva SELECT-ALEA (A, p, g, k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1, r, k—num.pivo)

OO W



Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 t<« RanpoMm(p,r) © t uniformeem [p..r)
2 Aft] + Alr—1]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k) > devolve k-ésimo menor de Alp..r)
se r — p = 1 entdo devolva A[p]
q + PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
num.pivé <~ g —p+1 > n?de elementos em Alp..q]
se k = num.pivd
ent3o devolva A[q]
se k < num.pivo
entdo devolva SELECT-ALEA (A, p, g, k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1, r, k—num.pivo)

OO W

Consumo esperado de tempo?



Consumo de tempo esperado

Suponha A[0.. n) permutagdo de {1,...,n}.

Xsp = namero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, ndo é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular

X = total de comparagdes “A[j] < x"

n—1 n
= Z Z Xab

a=1 b=a+1



Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

X — 1 se primeiro pivd em {a,...,n} éaou b
ab 0 caso contrario

Qual é a probabilidade de X, valer 1?7



Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

X — 1 se primeiro pivd em {a,...,n} éaou b
ab 0 caso contrario

Qual é a probabilidade de X, valer 1?7




Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a < b,

X — 1 se primeiro pivd em {a,...,n} éaou b
ab 0 caso contrario

Qual é a probabilidade de X, valer 1?7

n—1 n
X=3 5 X

a=1 b=a+1
E[X] = 7777



Consumo de tempo esperado

E[X] = 2 > E[Xa] = Z >

a=1 b=a+1
Ry

a=1 b=a+1 n—atl
B nil 2(n—a)
o n—a+1

a=1

n—1
< Y 2<o2n
a=1



Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
EX] = > ) EXap] = > Y P(Xap=1)
a=1 b=a+1 a=1 b=a+1
n—1 n 9
- ; b;—l n—atl
= 2(n—a)
- ; n—a+1

n—1
< Y 2<o2n
a=1

Observacdo: E possivel estender essa analise para um k arbitrario.



Consumo de tempo esperado

Veja Blum-style analysis of Quickselect, por David Eppstein


https://11011110.github.io/blog/2007/10/09/blum-style-analysis-of.html

Conclusdes

O consumo de tempo esperado
do algoritmo SELECT-ALEA é O(n).
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Conclusdes

O consumo de tempo esperado
do algoritmo SELECT-ALEA é O(n).

Sera que existe algoritmo de ordenacio
cujo consumo de tempo é melhor que O(nlgn)?

Por exemplo,
sera que existe algoritmo de ordenac3o linear?



Ordenacdo: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlg n).
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Ordenacdo: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlg n).
Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacdes.

Prova?

Qualquer algoritmo baseado em comparacdes
é uma “arvore de decis3o".



Ordenacdo por insercdo

ORDENA-POR-INSERGAO (A, n)
para j < 2 até n faca
chave < A[j]
ke j—1
enquanto k > 1 e A[k] > chave faca
Alk +1] <= A[k] > desloca
k+—k-1
Alk + 1] < chave > insere

~NOo ok~ W0 N =



Exemplo

ORDENA-POR-INSERGAO (A[1..3]):

All] < Al2)?

SIM \

Al2] < A[3]? All] < A[3]?
SIM NAO / \
A[I<ARI<AR] AlL] < ABJ? ARI<A[L<AR3] A2 < ABP?
SIM NAO SIM NAO

A]<A[B]<A[2] A[B]<A[1]<A[2] AR]<A[B]<A[1] A[B]<A[2]<A[1]
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Limite inferior

Considere uma arvore de decisdo para A[l..n].

Namero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisdo.

Todas as n! permutacdes de 1, ..., n devem ser folhas.
Toda arvore binaria de altura h tem no maximo 2" folhas.

Prova: Por inducdo em h. A afirmac3o vale para h = 0.

Suponha que a afirmagdo vale

para toda arvore binaria de altura menor que h, para h > 1.
Namero de folhas de arvore de altura h é a soma do

namero de folhas das subarvores (da raiz), que tém altura < h — 1.
Logo, o numero de folhas de uma arvore de altura h é

< 2x2h1 — oh



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > n! donde h > Ig(n!).



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > n! donde h > Ig(n!).

(n)? = (E(n—i)) <1;[1/> = (E(n—i)) <n1_[1(i+ 1)>

i=0



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > n! donde h > Ig(n!).

(n)? = <:f[:(n—i)>(ﬁ(i+1)> = ﬁ(n—i)(i+1)

i=0 i=0



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > n! donde h > Ig(n!).



Limite inferior

Assim, devemos ter 2" > n! donde h > Ig(n!).

n—1 n—1

(n? = TT(n=nGi+1) = T (n+itn-1-1) =
i=0 i=0

Portanto,



Conclus3o

Todo algoritmo de ordenacio
baseado em comparacdes faz

Q(nlgn)

comparagdes no pior caso.




Conclus3o

Todo algoritmo de ordenacio
baseado em comparacdes faz

Q(nlgn)

comparagdes no pior caso.

Aula que vem:

Algoritmos de ordenacio lineares! Como assim?77



