Analise de Algoritmos

CLRS 7

Essas transparéncias foram adaptadas das transparéncias
do Prof. Paulo Feofiloff, do Prof. José Coelho de Pina,
e da Profa. Cristina G. Fernandes



Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p.. r]| e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..1]

Entra:

r

p
A [99]33]55]77]11[22]88]66]33]44]




Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p.. r]| e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..1]

Entra:

r

p
A [99]33]55]77]11[22]88]66]33]44]

Possivel saida:

p q r
A [33]11]22]33]44|55[99]66]77]88]|




Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p.. r] e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

Entra:

p r
A [99]33]55]77[11]22[88][66]33]44 |

Outra possivel saida:

p q r
A [33]22]33]11]44[77]55]99]66 88|




Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p.. r] e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

Entra:

p r
A [99]33]55]77[11]22[88][66]33]44 |

Mais uma possivel saida:

p q r
A [33]22]33]11]44]55]66]99]77]88]|




Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p.. r] e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]
—_——— —_———
Alp..q) Aq..r]

Entra:

p r
A [99]33]55]77[11]22[88][66]33]44]

Mais uma possivel saida:

p q r
A [33]22]33]11[44]55]66[99]77]88]




Particdo
“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p..r) e devolver
um indice gtalque p<g<re
Alp..q—1]1 < Alql < Alg+1..r —1]
—— —

Alp..q) Alg..r)

Entra:
r

p
A [99]33]55]77[11]22[88][66]33]44]

Mais uma possivel saida:

r

p q
A [33]22]33]11[44]55][66[99]77]88]




Estamos em boa companhia: Dijkstra

EwDg31-0

Why numbering should shart o} zero EWD831.html

To dencte the subsequence of nalural numbers
2,3,..., withou? ¥he pernicious Yhree cio)fs, Pour

convenkions are open ‘o us:

a) 25 ¢ <13
k) 1< ¢ 12
e) 25 ( £ A2
d) 1< ¢ <13



Particdo

“Problema™: Rearranjar um dado vetor A[p..r) e devolver
um indice gtalque p<g<re

Alp..q) < Alg] < A(g..r)

Entra:

r

p
A [99]33]55]77]11]22]88]66]33]44]|

Primeira chamada durante Quicksort: PARTICIONE (A, 0, n)

Aqui estamos supondo A[0..n — 1], ou seja, A[0.. n).



Particione
,

p
A [99]33]55]77[11]22[88][66]33]44 |




Particione
=] X r

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|




Particione -
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22][88]66]33]44]|




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22]|88]66]33]44 |

i J X

A [33]99]55]|77[11]22]88]|66]33]44]|




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22]|88]66]33]44 |

i J X

A [33]99]55|77[11[22]88]|66]33]44]|




Particione -
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

i X

A [33]9955]77]11]22]88]66]33]44]|

i J X

A [33]11]55]77]99]22]88]66]33]44]|

Invariantes:
(i0) Alp..i) < x (i1) x < Ali..Jj) (i2) Alr —1] = x



Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22][88]66]33]44]|

i J X

A [33]11]55]77]9922][88]66]33]44]

i j X

A [33]11]22]77]99[55][88]66]33]44 ]




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22]|88]66]33]44 |

i J X

A [33]11]55[77]99[22]88]66]33]44]
i j X

A [33]11]22]77]99]55]88]66]33]44|
i J X

A [33]11]22]77]99]55]88]66]33]44]




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22]|88]66]33]44 |

i J X

A [33]11]55[77]99[22]88]66]33]44]
i j X

A [33]11]22]77]99]55]88]66]33]44|
i Jj X

A [33]11]22]77]99]55]88]66]33]44|




Particione o
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22][88]66]33]44]|

i J X

A [33]11]55]77]9922][88]66]33]44]

i j X
133]11]22[77]99[55]|88][66]33]44|

>

i

J
133]11]22[33][99[55]88]66]77]44]

>




Particione -
I X

A [99]33]55[77 11228866 |33] 44|

I X

A [33]99]55]77[11]22][88]66]33]44]|

i J X

A [33]11]55]77]9922][88]66]33]44]

i j X

A [33]11]22]77]99[55][88]66]33]44 ]
i J

A [33]11]22]33]99[55][88]66]|77]44]

p q r
13311 ]22[33]44[55]88[66]77]99 ]

>




Particione

Rearranja A[p..r) de modoque p< g<re
Alp..q) < Alg] < A(g..r)

PARTICIONE (A, p, r)

1 x<« Alr-1] > x é o "pive”

2 i+ p

3 paraj <« patér—2faca

4 se A[j] < x

5 entdo A[i] + A[j]

6 i i+1

7 Al < Alr—1] D> troca com o “pivd”
8 devolva |

Invariantes: no comeco de cada iteracdo de 3-6,
(i0) Alp..7) < x (i1) x < Ali..Jj) (i2) Alr — 1] = x



Consumo de tempo

Quanto tempo consome em fun¢do de n:=r — p?

linha consumo de todas as execucdes da linha

12 =20(1)
3 = ©O(n)
4 = O(n)
56 =20(n)
78 =20(1)

total =2-0O(n)+4-0(1)+2-0(n) = O(n)

Conclus3o:

O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©(n).




Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 ser—p>1

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, )

r

p
A [99]33]55]77]11[22]88]66]33]44|




Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, )

p q r
A [33]11]22]33]44[55[88]66]77]99|

No comeco da linha 3,

Alp..q) < Alq] < Alg+1..r)



Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, r)

p q r
A [11]22]33]33]44[55[88]66]77]99|




Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, )

p q r
A [11]22]33]33]44[55]66]77]88]99|




Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, r)

No comeco da linha 3,

Alp..q) < Alq] < Alg+1..r)

Consumo de tempo?



Quicksort

Rearranja A[p..r) em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p, q)

4 QUICKSORT (A, g + 1, r)

No comeco da linha 3,

Alp..q) < Alq] < Alg+1..r)

Consumo de tempo?

T(n) := consumo de tempo no pior caso sendo n:=r — p



Consumo de tempo

Quanto tempo consome em funcdo de n:=r — p?

linha consumo de tempo maximo

AW N =
Il
ESEEES IS EEIN)

total = 7777



Consumo de tempo

Quanto tempo consome em fun¢do de n:=r — p?

linha consumo de tempo maximo

1 = 0O(1)

2 = 0O(n)

3 < T(k)

4 < T(h—k-1)

total < T(k)+ T(n—k—-1)+0(n)+0O(1)

para algum 0 < k:=g—p < n-—1



Recorréncia

T(n) := consumo de tempo quando n=r — p
T(n)<T(k)+T(n—k—-1)+0(n)

para algum k € [0..n).



Recorréncia

T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p
T(n)=T(k)+ T(n—k—-1)+0(n)

para algum k € [0..n).



Recorréncia
T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p
T(n)=T(k)+ T(n—k—1)+©(n)
para algum k € [0..n).

E se k =0 em todas as chamadas recursivas? Pode acontecer?

T(n)=T(0O)+ T(n—1)+0O(n)
T(n) &€ Q(77).



Recorréncia

T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p
T(n)=T(k)+ T(n—k—1)+©(n)
para algum k € [0..n).
E se k = 0 em todas as chamadas recursivas? Pode acontecer?
T(n)=T(0O)+ T(n—1)+0O(n)

T(n) & Q(n?).

Demonstra¢3o: ... Exercicio!



Recorréncia
T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p

T(m)= max_ (T(k) S T(n—k— 1)) +0(n)



Recorréncia

T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p

T(m)= max_ (T(k) S T(n—k— 1)) +0(n)

Versio simplificada:

T(0) =
T(1) =
T(n) = . rR)aX ){T(k) + T(n—k—1)}+n paracadane[2..0)
cl0..n
n|0 1 2 3 4 5




Recorréncia

T(n) := consumo de tempo maximo quando n=r — p

T(m)= max_ (T(k) S T(n—k— 1)) +0(n)

Versio simplificada:

7(0) =
T(1) =
T(n) = kGrR)a.%n){T(k) + T(n—k—1)}+n paracadane[2..)

n|0 1 2 3 4 5
T(n)[1 1 242 5+3 9+4 1445

Vamos mostrar que T(n) < n? + 1 para todo n > 0.



Demonstracdo

Prova:

T(n)

Trivial para n < 1. Se n > 2 entdo

hi
<

max
kel0..n)

maXx
kel0.. n)

(T0)+ T(n—k-1)) +n

<k2 + 14 (n—k—1)* + 1) +n



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 ent3o

T(n) = max (T(k) v T(n—k—l)) tn
hi
< max <k2 + 14 (n—k—1)* + 1) +n
kel0.. n)

< max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 ent3o

T(n) = max (T(k) v T(n—k—l)) tn
hi
< max <k2 + 14 (n—k—1)* + 1) +n
kel0.. n)

< max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

= max <x2+1+n2+x2+1—2nx—2n+2x+1)+n
x€[0,n—1]



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 ent3o

T(n) = max (T(k) v T(n—k—l)) tn
hi
< max <k2 + 14 (n—k—1)* + 1) +n
kel0.. n)

< max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

= max <x2+1+n2+x2+1—2nx—2n+2x+1)+n
x€[0,n—1]

= max (2X2—2X(n—1)+3+n2—2n>+n
x€[0,n—1]



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 ent3o

() = max (T(k) v T(n—k—l)) +n
hi
< max <k2 + 14 (n—k—1)* + 1) +n
kel0.. n)

< max (X2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

= max

x>+ 1+ n%+x +1—2nx—2n+2x+1> n
x€[0,n—1]

(<
= xer[gi)il] (2X2—2X n—1)+3+n —2n)
(

= max 2X2—2xn—1))+3+n2—2n+n

x€[0,n—1]



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 ent3o

T(n)

T(k T(n—k—-1
s, (70 Tk-0) o

k? +1 —k—1)%+1
ey (K1 (k1)

max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

max <2x2 —2x(n— 1)) +34n*—2n+n
x€[0,n—1]

2 max (xz—x(n—l)) +34+n%—n
x€[0,n—1]



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 entio

() = max (T(k) v T(n—k—l)) +n
hi
< max (k2 + 14+ (n—k=1)>+ 1) +n
kelo..n)

< max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

=  max <2X2—2x(n—1))+3+n2—2n+n
x€[0,n—1]

= 2 max (xz—x(n—l)) +34+n%—n
x€[0,n—1]

= 2max{0,(n—1)2—(n—1)-(n—1)}+3+n2—n



Demonstracdo

Prova: Trivial para n < 1. Se n > 2 entio

() = max (T(k) v T(n—k—l)) +n
hi
< max (k2 + 14+ (n—k=1)>+ 1) +n
kelo..n)

< max <x2 + 14 (n—x—1)*+ 1) +n
x€[0,n—1]

=  max <2x2—2x(n—1))+3+n2—2n+n
x€[0,n—1]

= 2 max (x2—x(n—1)) +34+n%—n
x€[0,n—1]

= 2max{0,(n—1)2—(n—1)-(n—1)}+3+n2—n

= n2—n—|—3§n2+1.



Algumas conclusdes

T(n) & ©(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no pior caso & ©(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT & O(n?).




Analise de caso médio do Quicksort

Apesar de o consumo de tempo de pior caso do QUICKSORT
ser ©(n?), sua performance na pratica é comparavel

(e em geral melhor) a de outros algoritmos cujo consumo de
tempo no pior caso &€ O(nlgn).

Por que isso acontece?



Exercicio

Considere a recorréncia

T(1) =1

T(n)=T([n/3])+ T(|2n/3])+n
para n=2,3,4,...

Solugdo assintética: T(n) é O(777)



Exercicio

Considere a recorréncia
T(1)=1
T(n)=T([n/3])+ T(|2n/3]) +n

para n=2,3,4,...
Solugdo assintética: T(n) é O(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.



Arvore da recorréncia




Arvore da recorréncia

Os niveis da esquerda chegardo antes na base,
ou seja, a arvore sera inclinada para a direita.



Arvore da recorréncia

Os niveis da esquerda chegardo antes na base,
ou seja, a arvore sera inclinada para a direita.



Arvore da recorréncia

soma em cada horizontal < n
namero de “niveis” < logs/» n
T(n) = a soma de tudo

T(n) S n|og3/2n + 1++1

————
# de folhas

Chute: T(n) & O(nlgn).



De volta a recorréncia

T(1) =1
T(n)=T([n/3])+ T(|2n/3]) 4+ n para todo n € [2..0)

n
1
2 14+1+42=
3
4

44+44+4=12



De volta a recorréncia

T() =1
T(n)=T([n/3])+ T(|2n/3])+ n para todo n € [2..00)
n T(n)
1 1
2 1+1+42=
3 14+443= 8
4 44b4+4=12

Queremos: contante C tal que T(n) < Cnlgn para todo
nelf2..00).



De volta a recorréncia

T() =1
T(n)=T([n/3])+ T(|2n/3])+ n para todo n € [2..00)
n T(n)
1 1
2 1+1+42=
3 14+443= 8
4 44b4+4=12

Queremos: contante C tal que T(n) < Cnlgn para todo
nelf2..00).

Paran=2temos T(2) =4< C-2-lg2sse C > 2.
Para n=3temos T(3) =8< C-3-1g3se C > 3.

Seja n > 4. Entdo. ..



Rascunho da prova

T(n)

IN=

IA

T(I3N+T(F]) +n

Cl31lgl41+ CLF gl %] +n

C2(lgl]+C2Ig2 +n

CH2(lg2+1)+CE¥I1gP +n

Cr2lg2 + CRlgP +n

C%Ig%—l—%Clg%”—i—C%lg%—l—n

Cnlg%"—k%Clg%—i—n



Continuacdo do rascunho da prova
< Cnlg%—k%Clg%—i—n

= Cnlgn+Cnlg3 +3Clgn+3Clg3+n

~—
~—0,5849625<—0,5
1 2 2 1
< Cnlgn+Cn(=3)+5Clgn+5C(=3) +n
= Cnlgn—%n+%C|gn—%+n

= Cnlgn— (%—1)n+§C|gn—g

Cnlgn <+— %CIgnﬁ(%—l)n+%

quero



Escolha da constante

Parece que a prova vai funcionar se escolhermos uma constante
C > 3 tal que, para todo n € [4..00), vale que

%Clgng (%—1>n+%



Escolha da constante

Parece que a prova vai funcionar se escolhermos uma constante
C > 3 tal que, para todo n € [4..00), vale que

%Clgng (%—1>n+%

Tome C := 6. A inequacdo desejada vale sse

4lgn <2n+2 para todo n > 4



Escolha da constante

Parece que a prova vai funcionar se escolhermos uma constante
C > 3 tal que, para todo n € [4..00), vale que

%Clgng (%—1>n+%

Tome C := 6. A inequacdo desejada vale sse
4lgn <2n+2 para todo n > 4

Esta inequacdo pode ser provada utilizando a mesma técnica
utilizada para a prova de que Ign < n para todo n > 2, na Aula 1.



Passando a prova a limpo

ATENCAO: Uma prova adequada teria MAIS passos e justificativas
do que o que segue: justificativas para cada inequacdo utilizada.



Passando a prova a limpo

ATENCAO: Uma prova adequada teria MAIS passos e justificativas
do que o que segue: justificativas para cada inequacdo utilizada.

Vamos mostrar que T(n) < 6nlgn para todo n € [2..00).



Passando a prova a limpo

ATENCAO: Uma prova adequada teria MAIS passos e justificativas
do que o que segue: justificativas para cada inequacdo utilizada.

Vamos mostrar que T(n) < 6nlgn para todo n € [2..00).

Paran=2temos T(2) =4<12=6-2-1g2.
Para n =3 temos T(3) =8<18<6-3-1Ig3.

Seja n > 4. Entdo. ..



Continuacdo da prova

T(n)

INZ

IN

2(n+2)(lgd+1)+4nlgZ +n
2(n+2)Ig3 +4nlgZ +n
2n|g2—;+4|g2—;+4n|g2—;+n

6n|g%—|—4lg%—|—n



Continuacdo da continuacdo da prova

<

IN

6n|g2—3”+4|g%+n

6nlgn—+6n Ig% +4Ign+4|g§+n

z—0,584\965<—0,5
6nlgn+6n(—1)+4lgn+4(—3)+n
6nlgn—3n+4lgn—2+n
6nlgn—2n+4lgn—2

6nlgn

agora tenho!



De volta a intuicdo

Certifique-se que a conclusdo seria a mesma qualquer que fosse a
proporcdo fixa que tomassemos. Por exemplo, resolva o seguinte...



De volta a intuicdo

Certifique-se que a conclusdo seria a mesma qualquer que fosse a
proporcdo fixa que tomassemos. Por exemplo, resolva o seguinte...

Exercicio: Considere a recorréncia
T(1)=1
T(n)= T([n/10]) 4+ T(|9n/10]) 4+ n

para todo n € [2..00) e mostre que T(n) &€ O(nlg n).



De volta a intuicdo

Certifique-se que a conclusdo seria a mesma qualquer que fosse a
proporcdo fixa que tomassemos. Por exemplo, resolva o seguinte...
Exercicio: Considere a recorréncia

T(1)=1

T(n)= T([n/10]) 4+ T(|9n/10]) 4+ n

para todo n € [2..00) e mostre que T(n) &€ O(nlg n).
Note que, se 0 QUICKSORT fizer uma “boa” particdo a cada,

digamos, 5 niveis da recursdo, o efeito geral é o mesmo,
assintoticamente, que ter feito uma boa particio em todos os niveis.



Aula que vem

Analise de caso médio do QUICKSORT.

Agora vamos revisar um pouco de
conceitos probabilisticos e ver um exemplo.



