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Analise de Algoritmos
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AU 3.3, 3.4 e 3.6



Notacdo Omega
Dizemos que T(n) é Q(f(n)) se
existem constantes positivas ¢ e ng tais que

cf(n) < T(n)
para todo n > ny.
A T(n)

c f(n)

consumo de tempo

ng tamanho da entrada



Mais informal
T(n)=Q(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que

cf(n) < T(n)

para todo n suficientemente GRANDE.
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Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdo T(n) & Q(n?).



Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdo T(n) é Q(n?).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 0.001 e ng = 8.



Exemplo 2

O consumo de tempo do ORDENA-POR-INSERCAO & O(n?) e Q(n).

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave < AlJ]

3 I —1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali + 1] < A[i] > desloca

6 <1 —1

7 Ali + 1] < chave > insere



Exemplo 2

O consumo de tempo do ORDENA-POR-INSERCAQ & O(n?) e Q(n).

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave < AlJ]

3 I —1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali + 1] < A[i] > desloca

6 <1 —1

7 Ali + 1] < chave > insere

linha todas as execucdes da linha

1 = n
2-3 = n-—1
4 > n—1
56 > 0
{ = n—1
total > 4n—-3= Q(n)



Notacdo Theta

Sejam T(n) e f(n) fungdes dos inteiros no reais.
Dizemos que T(n) é ©(f(n)) se
T(n) éO(f(n)) e T(n) é Q(f(n)).
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Notacdo Theta

Dizemos que T(n) é ©(f(n)) se
existem constantes positivas c¢i, ¢ e ng tals que

cif(n) < T(n) < o f(n)

para todo n > ny.

consumo de tempo

Co f(n)

| T(n)

1 f(n)

! =
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Intuitivamente

Comparacdo assintética, ou seja, para n ENORME.

comparacao | comparacao assintética

T(n) < f(n) | T(n) e O(f(n))
T(n) = f(n) | T(n) e Q(f(n))
T(n) = f(n) | T(n) e ©(f(n))




Tamanho maximo de problemas

Suponha que cada operacdo consome 1 microsegundo (1us).

consumo de | Tamanho maximo de problemas (n)
tempo (us) | 1 segundo | 1 minuto 1 hora
400n 2500 | 150000 9000000

20 n [lg n| 4096 | 166666 7826087
2n? 707 BATT 42426

n* 31 88 244

2" 19 25 31

Michael T. Goodrich e Roberto Tamassia,
Projeto de Algoritmos, Bookman.



Crescimento de algumas funcées

nilgn +/n nlgn n’ n3 2"

2 1 1,4 2 4 8 4

41 2 2 8 16 64 16

8 3 2,8 24 64 512 256
6| 4 4 64 256 4096 65536
32| 5 57 160 1024 32768 4294967296
64| 6 8 384 4096 262144 1,8 101°
128 7 11 896 16384 2097152 3,4 1038
256 8 16 1048 65536 16777216 1,1 1077
512 O 23 4608 262144 134217728 1,3 10154
1024 | 10 32 10240 1048576 1,1 10° 1,7 10398




Nomes de classes ©

classe nome

O(1) constante
O(log n) logaritmica
O(n) linear
©(nlog n) nlog n
O(n?) quadratica
O(n3) cubica
©(n*) com k > 1 | polinomial
©(2") exponencial
©(a") com a > 1 | exponencial




Palavras de Cautela

Suponha que A e B s3o algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100 n
e que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente”’ nlogqy n.



Palavras de Cautela

Suponha que A e B s3o algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100 n
e que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente”’ nlogqy n.

100n & ©(n) e nlogyyn é ©(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que 5.



Palavras de Cautela

Suponha que A e B s3o algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100 n
e que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente”’ nlogqy n.

100n € ©(n) e nlogyyn € ©(nlg n).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que 5.

A & mais eficiente que B para n > 10199,

1019 = um googol
> ndimero de dtomos no universo observavel

= um numero ENORME



Crescimento de algumas funcdes
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1= G00g01 Xp 74 languages v
Article Talk Read View source View history Tools v
From Wikipedia, the free encyclopedia a

Not to be confused with Google or Nikolai Gogol.

A googol is the large number 10'%0. In decimal notation, it is written as the digit 1 followed by one hundred
zeroes: 10,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,
000,000,000,000,000,000,000,000,000,000,000. Its systematic name is 10 duotrigintillion.

Etymology

The term was coined in 1920 by 9-year-old Milton Sirotta (1911-1981), nephew of U.S. mathematician
Edward Kasner.['! He may have been inspired by the contemporary comic strip character Barney Google.?!
Kasner popularized the concept in his 1940 book Mathematics and the Imagination.®! Other names for this
quantity include ten duotrigintillion on the short scale,*! ten thousand sexdecillion on the long scale, or ten
sexdecilliard on the Peletier long scale.
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From Wikipedia, the free encyclopedia

This article is about astrophysics. For the measure in cycling, see Arthur Eddington § Eddington number
for cycling.

In astrophysics, the Eddington number, N4, is the
number of protons in the observable universe.
Eddington originally calculated it as about 1.57 x 107°;
current estimates make it approximately 16°°,

The term is named for British astrophysicist Arthur
Eddington, who in 1940 was the first to propose a value
of Ng4q and to explain why this number might be
important for physical cosmology and the foundations of
physics.

History [edit]

Eddington argued that the value of the fine-structure
constant, a, could be obtained by pure deduction. He

related a to the Eddington number, which was ki



Palavras de Cautela

Conclusio:

Lembre das constantes e termos de baixa ordem
que estdo "‘escondidos’ na notac3o assintética.

Em geral um algoritmo que consome tempo ©(nlg n),
e com fatores constantes razoaveis, é bem eficiente.

Um algoritmo que consome tempo ©(n?) pode,
algumas vezes, ser satisfatorio.

Um algoritmo que consome tempo ©(2") é dificilmente aceitavel.

Do ponto de vista de AA, eficiente = polinomial.



Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.



Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.

Qual é o niimero esperado de execucdes da linha 47

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
para j < 2 até n faca
chave < A[j]
I —1
enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
Ali + 1] < A[i] > desloca
|1 —1
Ali + 1] < chave > insere
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Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave < AlJ]

3 I —1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali +1] « A[i] > desloca

6 <1 —1

7 Ali + 1] < chave > insere

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.



Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave + A[j]

3 I —1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali + 1] < A[i] > desloca

6 <1 —1

7 Ali + 1] < chave > insere

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t vezes, para cada
te{l,....j}7?



Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave + A[j]

3 I —1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali +1] < A[i] > desloca

6 <1 —1

7 Ali + 1] < chave > insere

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t vezes, para cada
te{l,....j}7?

Qual é a probabilidade de ela ser executada t + 1 vezes, para cada
te{0,...,j—1}7



Anaélise do caso médio

Suponha que a entrada do algoritmo é uma
permutacdo de 1 a n escolhida com probabilidade uniforme.

ORDENA-POR-INSERCAOQ (A, n)
1 para < 2 até n faca

2 chave < Alj]

3 [ j—1

4 enquanto / > 1 e A[i] > chave faca
5 Ali + 1] < A[i] > desloca

6 [ —1

7 Ali + 1] < chave > insere

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t + 1 vezes, para cada
te{0,...,j—1}7?

Ocorre sse A[1..j — 1] tem exatamente t nimeros que sdo > A[j].
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Anaélise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t vezes, para cada
te{l,...,j}7

Esta probabilidade é 1//.



Anaélise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t vezes, para cada
te{l,...,j}7

Esta probabilidade é 1//.

Portanto o niumero esperado de execucdes da linha 4 é

1 1 1 1 1
E - = = E t = — (J il )J — LT .
t=1 J J t=1 J 2 2




Anaélise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade de ela ser executada t vezes, para cada
te{l,...,j}7

Esta probabilidade é 1//.

Portanto o niumero esperado de execucdes da linha 4 é

1 1 1 1 1
E - = = E t = — (J il )J — /T .
t=1 J J t=1 J 2 2

E o nimero esperado de execucdes da linha 4 no total é

n

I P
j=2 j=2




Ordenacdo

A[Ll..n] é crescente se A[1] < --- < Aln].

Problema: Rearranjar um vetor A[l.. n] de modo que
ele fique crescente.
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ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.
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ele fique crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.

Conseguimos fazer melhor?



Ordenacdo

A[Ll..n] é crescente se A[1] < --- < Aln].

Problema: Rearranjar um vetor A[l.. n] de modo que
ele fique crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.

Conseguimos fazer melhor?

Sim! Usando divisdo e conquistal



Divisdo e conquista

Esse paradigma envolve os seguintes passos:
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Esse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisdo: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas
o suficiente).



Divisdo e conquista

Esse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisdo: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas
o suficiente).

Combinacdo: combinar as solucdes das instancias
menores para gerar uma solucdo da instancia original.



Mergesort

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

Método: Divisdo e conquista.

MERGESORT (A, p, r)

1 sep<r

2 entdo q < |(p+r)/2]
MERGESORT (A, p, q)
MERGESORT (A, g + 1, r)
INTERCALA (A, p,q,r)

1l B~ W



Intercalacdo

Problema: Dados A[p..q] e A[g+1.. r| crescentes,
rearranjar A[p..r] de modo que ele fique em ordem crescente.

Para que valores de g o problema faz sentido?

Entra:




Intercalacdo

Problema: Dados A[p..q] e A[g+1.. r| crescentes,
rearranjar A[p..r] de modo que ele fique em ordem crescente.

Para que valores de g o problema faz sentido?

Entra:

Sai:




Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > Blp..r] éum vetor auxiliar
1 para < p até g faca
2 B[i] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+q+1—j]+ Al
| <= p
J 4= r
para k < p até r faca
se B[i] < B[]
entdo Alk| < BJ/]
10 1 +1
11 sendo A[k] + B|/]
12 jej—1

© 00 ~NO O &~ W



Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > Blp..r] éum vetor auxiliar

1
2

O NO 1 & W

11
12

para /| <+ p até g faca
B[] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+q+1—j]+ Al
| <= p
J 4= r
para k < p até r faca
se B[i] < B[]
entdo Alk| < BJ/]
<1 +1
senao Alk] < B|/]
J—J—1

LT T
| 1]
5 S —



Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)

0 > Blp..r] é&um vetor auxiliar 4 -

1 para <+ p até g faca A‘ | ‘ ‘ ‘ |

2 B[i] < Al/]

para j < g+ 1 até r faca 1 1 1 >K

Blr+q+1—j] < Al

o «[T_T[ T

Jr

para k < p até r faca
se Bi] < BJj 3 >

9 entdo Alk| < BJ/]

10 <1+ 1

11 sendo A[k] + B|/]

12 jej—1

? % v
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Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > Blp..r] éum vetor auxiliar

1
2

O NO 1 & W

11
12

para | <+ p até g faca
B[i] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+q+1—j]+ Al
I < p
J & r
para k < p até r faca
se B[i] < B[]
entdo Alk| < BJ/]
<1 +1
senao Alk] < B|/]
J—J—1

? % v
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Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > Blp..r] éum vetor auxiliar

1
2

O NO 1 & W

11
12

para | <+ p até g faca
B[i] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+q+1—j]+ Al
| <= p
J 4= r
para k < p até r faca
se B[i] < B[]
entdo Alk| < BJ/]
<1 +1
senao Alk] < B|/]
J—J—1

? % v
Al 1 1]

%« —

A =D —L
sl | [ 1]
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Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > B|p..r]éum vetor auxiliar
1 para < p até g faca
2 B[i] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+qg+1—j] < A[]
I < p
J 4= r
para k < p até r faca
se B[] < BJj]
entdo A[k] « BJ/]
10 [ < i +1
11 sendo A[k] «+ B|J]
12 J

O© 00 ~NO O &~ W

Essa versdo do intercala n3o é estavel. Por qué?
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Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 > Blp..r]é um vetor auxiliar
1 para < p até g faca
2 B[i] < Al/]
para j < g + 1 até r faca
Blr+q+1—j] + Al
I < p
J 4 r
para k < p até r faca
se B[i] < Bl[j]ei<qg > alteracdo
entdo A[k] «+ BJi]
10 I <—1+1
11 sendao A[k] «+ B|/]
12 jej—1

O© 00 ~NO 1 &~ W

Essa versiao do intercala é estavel.



Consumo de tempo

Quanto tempo consome em funcdode n:=r — p+ 17

linha consumo de todas as execucdes da linha

O(n)
O(n)
O(n)
O(n)
O(1)
O(n)
O(n)
O(n)

@OO\ILIJ'I-PQOI\JI—l
(@)

I
|
N

total 70(n) +O©(1) = ©(n)



Conclus3do

O algoritmo INTERCALA consome
©(n) unidades de tempo.

Também escreve-se

O algoritmo INTERCALA consome
tempo ©(n).




Aula que vem

Como analisar o MERGESORT?

Recorréncias: um jeito de analisar algoritmos recursivos.



