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Parte 1. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS
§1. DOIS RESULTADOS INICIAIS

Nesta secao, trataremos de dois resultados da teoria extremal de conjuntos: o Teorema de
Sperner e o Teorema de Bollobas.!

Comegamos observando dois problemas extremais da teoria dos nimeros.

Proposicao 1. Seja S C [2n] = {1,...,2n} tal que |S|> n+ 1. Entdo existem a,b € S tais que
a # b emde(a,b) = 1.

Demonstragio. Como cada nimero tem um sucessor, e |S|> n, S conterd um ndmero e seu
sucessor; o mdc entre eles é 1. O
Proposicao 2. Seja S C [2n] = {1,...,2n} tal que |S|> n+ 1. Entdo existem a,b € S tais que
a#bealb.
Demonstra¢io. Tomando m € S, podemos escrever m = 2*m/, onde temos k = k(m) em' =
m/(m) fungoes de m.

Existem apenas n alternativas para m/, entdo devem existir a,b € S tais que m/(a) = m/(b), o

que implica que a|b ou b|a. O
1.1. O Teorema de Sperner.

Defini¢do 3. Seja A C 2" wma familia de conjuntos. Dizemos que A é Sperner se nio

eristem A,B € A, A # B, tais que A C B.

Qual é o tamanho méximo de uma famila Sperner em [n]? Defina:

f(n) = max|A|, onde A é Sperner

Temos que f(n) > n, uma vez que a familia composta por todos os conjuntos unitarios é
Sperner. Para uma cota melhor, percebemos que se A contém apenas conjuntos de mesma
cardinalidade, entdo A é Sperner. Tomando a colecdo que contém todos os conjuntos de

. . n
cardinalidade |n/2], temos f(n) > (Ln/2J)'

De fato temos:
Teorema 4 (Teorema de Sperner).
n
n) = .
1= (7ay)
INotas produzidas por Gervasio Santos e Felix Liu.
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Para provar o Teorema de Sperner, vamos utilizar o seguinte resultado, por Bollobéas, Lubell,

Yamamoto e Meshalkin:

Teorema 5 (Desigualdade de BLYM). Seja A € 2"l wma familia Sperner. Entio

2 <|Z|>_1 =t

AeA

Prova do T. de Sperner através de BLYM. Temos que o seguinte vale para todo k:

(1) = (o))

Da desigualdade de BLYM, temos entao que:

=2 <|Z|>_1 =2 (Ln72J>_1 =M <Ln72J>_1‘

Entao

4= (o)

Mas como é possivel construir uma familia Sperner com cardinalidade (LHT}? j) (a familia com

todos os conjuntos com |n/2] elementos), temos que f(n) = (|_n72 J)' O
Agora vamos provar a desigualdade de BLYM.

Prova de BLYM - [18]. Considere uma permutacdo 7 : [n] — [n]. Vamos definir que um

conjunto A € A e 7 sdo compativeis se

A={r(1),...,m(a)}, onde a = |A|.

Seja T' = #{(m,A) : m € S, A € A, A compativel com 7}. Temos:

T= Z Z 1{A e 7 sdo compativeis} (1)
TES, AcA
e
T= Z Z 1{A e m sdo compativeis}. (2)
AcAmeS,

Observamos que para uma permutacao 7 fixa, pode existir apenas um A € A que é compativel
com ela. Se houvesse um segundo conjunto B € A, B # A, terifamos que A C Bou B C A, o

que ndo pode acontecer pois A é Sperner por hipétese.

2018/3/4, 4:39pm 5



94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

Entao temos para a equacao 1 que

T= Z Z 1{A e m sdo compativeis}
TeS, AEA

< Z 1=mn!.

TESK
Por outro lado, se fixamos um conjunto A € A, observamos que uma permutagdo m ¢é
compativel com A se as primeiras |A| posi¢oes de 7 estiverem em A e nenhum elemento = € AC
é tal que 7~ !(z) < |A|. Entdo, podemos permutar os elementos de A nas primeiras |A| posi¢des
como quisermos e os elementos de A® também podem ser permutados arbitrariamente, desde
que tenhamos 7~ 1(z) > |A|,Vx & A.
Portanto, temos que |A|! (n — |A])! permutagdes em S,, podem ser compativeis com um A € A.

Avaliando a somatdéria em 2 temos:

T= Z Z 1{A e 7 sdo compativeis}

AcArmesS,
= > |A|'(n—|A]).
AeA
Portanto
Z |A|!(n — |A)!=T < nl.
AeA
E entao

| _ |
s Al A
AeA n:
n —1
<1
= (1)

Podemos também dar uma prova probabilistica da desigualdade BLYM:

Prova probabilistica de BLYM. Seja X a varidvel aleatéria que representa quantos A € A sdo

compativeis com uma permutacdo m € 5, fixa, ou seja,

6 2018/3/4, 4:39pm
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X =#{A e A: A é compativel com 7}.

Podemos também escrever X como uma soma de varidveis indicadoras:

X = Z 1{A e m sdo compativeis}.
AcA
Como para uma permutacio fixa hd no maximo um conjunto A € A compativel com ela,

temos que:

1>E[X]=E Z 1{A e 7 sdo compativeis}
AeA

= Z E[1{A e 7 sdo compativeis}|
AeA

= Z P(A compativel com )

AcA
Al (n — |A])!
= Z M (assumindo uma distribuigdo uniforme dos 7 em Sy,)
n!
AeA

O
1.2. O Teorema de Bollobas.
Definicao 6. Sejam A1,..., A, e By,..., By, conjuntos finitos. Dizemos que eles formam um
sistema de Bollobds se para todo i,j € [m] temos A; N Bj =0 se, e somente se, i = j.
Teorema 7 (Teorema de Bollobés [2]). Sejam A, ..., An e Bi,..., By, um sistema de Bollobds.
Entdo vale que
m ) n —1
5 (\AZI+|BZ\> <1.
i=1 |Ail
m m
Prova do T. de Bollobds — [14,17]. Seja U = |J A; U U B; e seja n = |U|. Vamos denotar
i=1 i=1

Dizemos que uma permutagao 7 € Sy, é compativel com um conjunto (A, B) se A <, B, isto
é, na ordenacdo imposta por m, todos os elementos de A aparecem antes de todos os elementos

de B. Formalmente temos:

2018/3/4, 4:39pm 7
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Definimos T' = #{(m,i) : m € Sp,i € [m], (4;, B;) compativel com 7}. Temos

T= Z Z 1{(A;, B;) compativel com 7}.

max 7 (a) < min7*(b).

a€A

i=17wES,

Agora, fixando um par (A4;, B;), existem a;! b;! (n — a;

beB

—b;)! (aiibi) permutacoes compativeis

com ele. Isso ocorre pois temos a;! maneiras de permutar os elementos de A; antes dos elementos

de B;, b;! maneiras de permutar os elementos de B; depois dos de 4; e (n — a; — b;)! formas de

permutar os elementos que ndo estdo em nenhum dos dois conjuntos. Além disso, temos (a-zb-)
K3 3

possiveis escolhas de posi¢do para os elementos de A; e B;. Portanto

T= Zai!bi! (n—a; —b;)!

Temos também que

m
T =YY 1{(A; B;) compativel com 7}.

=1

TESy i=1

(

n
ai +bi)

No méaximo 1 par (A;, B;) do sistema de Bollobas pode ser compativel com uma permutacao

7 fixa. Se tivéssemos (4;, B;) e (4, B;) compativeis com 7 valeria que max,ea, 7 '(a) <

minyep, 7 1(b) e maxzeA, (z) < minyep; 771 (y). Contudo, como A; N Bj#0e AjNB; #0,

temos:

max 7~ (a) > min 7' (y) > max 7 (2) > min 7 (b);

QEAZ'

o que é um absurdo, dada a nossa definicdo de compatibilidade. Entao

m
T= Z Z 1{(A;, B;) compativel com 7} < Z 1=n!.

TESy =1

yEB;

JJEA]'

beB;

TI'ESn

2018/3/4, 4:39pm
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Portanto:

;ai!bi! (n—a; —b;)! (aij—b) <nl:e

n!
z; (ai + bi)! (n — (ai + bz))

m

‘ai!bi!(n—ai —b)!' <nl;e

i=1
Em:ai!(az—l—bl—al)' L e
P (a; + b;)! -
i (a“Lbz)_l <1
i=1 @i

O

Corolario 8. Se a colegio (A, B;)™, € Bollobds e para todo i temos |A;|< a e |B;|< b, entao

m < (a+b)‘
a

Demonstragdo. Do T. de Bollobas, temos:
<|Az‘|+|Bz‘|> -
| Ail

<a + b) -t

=1 a
<a + b> !
m .
a

Portanto (a;rb) > m. O

—_
Y

1M LM

Y

A desigualdade de BLYM pode também ser vista como um coroldrio do Teorema de Bollobés:

Demonstragio (Bollobds = BLYM). Seja A C 2/" Sperner. Tomamos a colecio (A, AC) para
todo A € A. Essa colecio serd Bollobés, pois ANA® =@ ese Be Ae B # A, temos ANB® # (.
Essa tltima afirmacio é verdadeira porque se tivéssemos A N B¢ = (), valeria que A C B, o que

nao pode acontecer dado que A é Sperner.

Entéao, sejam m = |A| e Aq,..., A, os elementos de A. Temos:
m -1 m -1 -1
\A¢|+|A-C) < n ) ( n )
1> i - - .
; < | A ; | A % | A

2018/3/4, 4:39pm 9
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§2. UMA APLICAGAO DE SPERNER EM TEORIA DOS NUMEROS (TEOREMA DE BEHREND)

Vamos® agora ver uma aplicacido do Teorema de Sperner. Para isso precisaremos introduzir
o nosso problema. Dizemos que uma sequéncia A = {a; < az < ...} de inteiros postivos é
primitiva se para todos indices i < j, temos que a; { a;. Queremos saber o quao grande pode
ser essa sequéncia, mas para isso temos que achar um jeito convincente de medir grande em
sequéncias. Para isso definiremos a nocao de densidade.

Seja A(z) o nimero de elementos de A menor que z, isto é, A(x) = max{k € N ::q; < z}.

Podemos definir a densidade natural inferior e superior de A da seguinte forma

A(z)

ISH

= d(A) = liminf,

= liminf, o f(2)

- A

d=d(A) = limsupx_woﬂ = limsup,_, . f(x)
x

onde f(x) = A:(f). Quando d = d chamamos esse valor de densidade natural (d = d = d).

Outra maneira de medirmos a densidade de uma sequéncia é dada pela densidade logaritmica.

Podemos definir a densidade logaritmica inferior e superior de A da seguinte forma

.. Zaigx %
é = Q(A) = hmlnfx_woln(im)
6 = (5(14) = hmsupz_ﬂmw

quando ¢ = § chamamos esse valor de densidade logaritmica (6 = § = 9).
Podemos nos perguntar como esses valores se relacionam, o préximo teorema mostra que a

densidade logaritmica é um pouco mais precisa do que a natural

Teorema 9. Dado A = {a; < ag < ...} uma sequéncia de inteiros positivos, temos que
d(A) < 5(A) < B(A) < d(A).

Besicovitch (1934) provou que para qualquer 0 < d < % existe uma sequéncia A primitiva
tal que d(A) = d. Nés nao iremos mostrar esse resultado aqui, mas mostraremos o outro lado,
que para toda sequéncia primitiva A vale que d(A) = 0. Ou seja, que toda sequéncia primitiva
periédicamente sempra acaba ficando esparsa. Para isso vamos precisar do Teorema de Sperner
e de um lema auxiliar.

Antes de mais nada vamos introduzir alguma notagao aqui. Dado n € N definimos d(n) como
o nimero de divisores de n, w(n) como o nimero de divisores primos distintos de n e Q(n) o

2Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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nimero de divisores primos de n contando multiplicidades. Por exemplo, d(12) = 6, w(12) =2 e

Q(12) = 3.

Lema 10. Dado n € N temos
n
Zd(z) < 3nin(n).
i=1
Demonstragao. Note que a soma da esquerda conta exatamente o nimero de pares (a,b) onde
1<a,b<nealb (Fixamos o b, o nimero de a’s é exatamente d(b)). Agora podemos contar
n

isso de outra forma, fixando os a’s. Dado um a fixo, o nimero de miltiplos dele é |7 |. Entao

temos

O préximo resultado é a esséncia do que queremos

Teorema 11. Dado A = {a; < ay < ...} uma sequéncia de inteiros positivos primitiva, temos

> =0

ae % Inin(x)

Demonstragdo. Vamos dividir a prova em duas etapas. Na primeira etapa vamos supor que
todos os elementos da sequéncia A sdo livres de quadrados. Dado um inteiro n definimos por
r(n) o nimero de divisores de n em A. Se n = p{*...p{", definimos 7 = p;...ps, ou seja, a
parte livre de quadrados de n.

Do fato de a; ser livre de quadrado nds temos que a; | n < a; | 7, ou seja, r(n) = r(n).
Agora aplicaremos o Teorema de Sperner para determinar r(n). De fato, dado 7 = p;...p;
podemos associar i com [t] e cada divisor de 2 com um subconjunto de [t] de acordo com a
sua representacao em primos. E facil ver que nessa associacao divisao corresponde a contido no
outro lado. Como r(n) é o tamanho de um conjunto de divisores de 7 tal que nenhum divide o

outro, na nossa associagao isso significa que 7(72) é o tamanho de uma familia de Sperner. Logo

r(n) = r(R) < <fi§§>ﬁ> N <1¢L)E2’:L))J>

Agora vamos contar o ntimero de pares (a;,n) onde 1 < a;,n < z e a; | n. Existem duas

pelo Teorema de Sperner

formas de contar: se fixarmos os n’s, para cada um deles temos exatamente r(n) valores de a;’s

2018/3/4, 4:39pm 11
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or definicdo. Se fixarmos os a’s, para cada um teremos | £ | miltiplos. Assim
17 a;

ZLx,J:Zr(n)SZQ Z‘) ZOF))

a; <z ° n<x n<x n<x

onde usamos o fato conhecido que (LZ J) = O(\Q/—%)

Para terminarmos basta notar que a fungao \2f é crescente, entao

ow(n) ow(n)
o) =2 00==) o( )+ o( )
a;m nz<;c ) (n)gr;ln(z) w(n) w(n)glgln(m) w(n)
Temos
gw(n) 9lnln(z) 1
Z o ) < 30( _ zln(x)
w(n) <min(z) w(n) Inln(x) Inln(z)
e do fato que 2" < d(n) também temos
2‘*’( ) 1 zln(x)
O(d =0(———=
;Elln (@) «/ \/lnln(x) TE (d(n) ( 1nln(x)>
pelo Lema 0.1.2. Assim segue que
mln(x) 1 In(x)
—+0(1 ——) = — =0(———
* a;m a;mt lnln(ac)) aizg:x a; ( lnln(ac))

Resta agora o caso em que a sequéncia A possui elementos que nao sao livre de quadrados.
Para isso vamos dividir A em subsequéncias primitivas Ay = {ax; < ax2 < ...} que consistem de
elementos da forma k?s onde s é um inteiro livre de quadrados, ou seja, o maior quadrado que
essa sequéncia possui é exatamente k2. Assim podemos reescrever Ay = {kakl < k%bpy < ...

onde By = {bg1 < bga < ...} é uma sequéncia de inteiros positivos livre de quadrados e primitiva.

Aplicando o resultado anterior temos que

1 In(x)
beg Oki Inln(z)
Logo
1 1 In(z) 1 In(z)
D=2 =2 m > 11 2 =0l
a;<x Y keN ap; <z ki keN bri<z ki Ill’l( ) keN Ill’l( )
Pois D ren l%? que é constante

12 2018/3/4, 4:39pm
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Por fim, do tltimo teorema que provamos temos que se uma sequéncia A é primitiva entéo

1
> ai<a o 1
LA T limsup,_,,,O(———=) =0

§(A) =i
(A) = limsup,_, , In(z) Tnin(2)

e pelo Teorema 1 segue que d(A) = 0.

§3. TEOREMAS DE INTERSEGAO

3.1. Teorema de Erdos-Ko-Rado. Nas® proximas secoes falaremos de teoremas de intersec-
¢oes. Estes teoremas normalmente perguntam qual é a maior familia de P([n]) que possui todas
as intersec¢bes com cardinalidade pertencente a algum conjunto especifico. Vamos comecgar com
0 caso mais facil, o caso em que apenas pedimos que todos as interseccées ndo sejam vazias e
que todos os conjuntos sejam uniformes.

Podemos notar algumas coisas deste caso. Se a familia A consiste de subconjuntos k-uniformes
de [n], entdo podemos supor que n > 2k. De fato, se n < 2k quaisquer dois subconjuntos de
tamanho k possuem intersecgdo ndo vazia e assim o problema perde o interesse. Fixe x € [n].
Definimos 7, = {{z} UY =Y C [n]\ {z}, |Y|= k — 1}. E ficil ver que |To|= (}_}) e que
quaisquer dois elementos de 7, se intersectam em z. O Teorema a seguir nos mostra que essa é

a configuragdo maxima.

Teorema 12 (Erdés-Ko-Rado). Sejam n > 2k dois inteiros e A C ([Z}) uma familia de conjuntos

k-uniformes satisfazendo que para todo A, B € A vale que AN B # (). Entdo

n—1
Al< .
(1)
Além disso, se n > 2k, entdo a igualdade ocorre se, e somente se, A =T, para algum x € [n].

Demonstragdo. A prova de Erdés-Ko-Rado sera semelhante a segunda prova usada para o
Teorema de Sperner. Considere o espaco de todas as permutagoes de [n] e escolha uma permutacao
o uniformemente desse espago. Dizemos que um par (A, 7) de conjunto e permutagao é compativel
se existe i € [n] tal que A = {7(i +1),...,7(i + k)}, onde os indices sdo vistos médulo n (e
consideramos n como o representante da classe 0). Seja X a varidvel aleatéria que conta o
ntimero de pares (A, o) que sdo compativeis, com A € A.

A observacao critica é que fixado uma permutacdo 7 existem no maximo k conjuntos compati-
veis com essa permutagdo. Seja C' um conjunto qualquer compativel com a permutacao e suponha

que C ={7(i+1),...,7(i+k)}. Considere agora os conjuntos compativeis que intersectam com

3Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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C. Podemos parea-los da seguinte forma: (A;, B;) onde A; ={r(i+j+1—k),....,7(i+j)} e
Bj={r(i+j+1),...,7(i+j + k)} visto médulo n, para 1 < j <k — 1. Como n > 2k temos
que A; N Bj = (. Isso significa que desses pares apenas um dos elementos pode pertencer a A e
logo existem no maximo k conjuntos compativeis com 7.

Da observacgao segue de imediato que X < k. Tomando esperanca temos que

B oo k(= E)! n—1
k>E(X)= %P((A,o) compativel) = \A\W = |AI< (k: B 1).

Agora suponha que a igualdade ocorra e que n > 2k. Isso significa que a igualdade deve
ocorrer em todos os passos da demonstragao, isto é, E(X) = k. Porém como X < k, é ficil ver
que para qualquer permutagdo 7 o nimero de pares compativeis é exatamente k (X = k). Entao
considere uma permutagdo T qualquer e seja ¢ um indice tal que {7(i +1),...,7(i + k)} € A,
porém {7(i),...,7(i+k —1)} ¢ A. Esse indice existe porque caso contrario todos os conjuntos
com k indices consecutivos pertenceriam a A e do fato que n > 2k segue que pelo menos dois
deles sao disjuntos, o que é uma contradigao.

Chame C = {r(i +1),...,7(i + k)} e A;, B; como na demosntragao, 1 < j < k—1. Por
existirem exatamente k conjuntos compativeis em 7, para cada par (A;, B;) um desses conjuntos
pertencem a A. Do fato que A1 = {7(¢),...,7(i+k—1)} ¢ Asegue que By_; € A. Isso nos faz
crer que um grande candidato a A é T5(;4r). Observe que se B € T,(i1x) e B C [n]\ Aj_1, entdo
B € A. Isso vem do fato que podemos aplicar o argumento acima para qualquer permutacio 7
com 7(i 4+ j) = 7(i + j) para 0 < j < k e dessa maneira podemos achar 7 tal que By_1 = B.

Porém uma andlise um pouco mais precisa nos mostra que A; N B;y1 = 0 (aqui usamos que
n > 2k). Assim, do fato que Bj_; € A, segue por indugdo que B; € A para todo j. Também
podemos observar que em nenhum momento nos argumentos foi importante quais sdo os valores
de 7(i +1),...,7(i + k — 1) de forma que todo o argumento feito até aqui seria valido para
qualquer 7 que permutasse esses elementos (O conjunto C' precisa ainda ser o mesmo). Logo,
podemos concluir que se B € T 1) € B C [n] \ {7(i)}, entdo B € A.

Por fim, para eliminarmos o elemento o (i) basta notar que {T(i+k+1),...,7(:+2k)} ¢ A, mas
Bi_1={7(i+k),...,7i + 2k — 1} € A. Assim podemos aplicar os argumentos feitos até agora
s6 que no sentido contrario (anti-hordrio) e conseguimos que se B € Ty(;41) € B C [n]\{7(i+2k)},

entdo B € A. Como n > 2k segue que 7(i) # 7(i + 2k) e dai A = T (iyp)- O

Uma observagdo é que nao existe unicidade da igualdade quando n = 2k. De fato, como

(2,5__11) = %(2,?) podemos parear os conjuntos de ([Zkk}) em pares (A, B) com AN B = 0. E facil
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ver que escolhendo um elemento de cada par temos uma familia com intersec¢do nao vazia.
Podemos fazer isso escolhendo [k], [k —1]U{k+ 1} e {k,k+1,...,2k — 1} na mesma familia.
Esses trés conjuntos ndo possuem um elemento em comum e logo ndo sao equivalentes a um 7.

Podemos agora passar para o caso em que pedimos que a intersecgdo seja de pelo menos
algum tamanho ¢ definido. Chamamos familias desse tipo de familias t-intersectantes. De forma
semelhante ao caso anterior, definimos para um X C [n] com |X|=t a familia Tx = {X UY :
Y C [n]\ X, [Y|=k — t}. E facil ver que quaisquer dois subconjuntos de Tx possuem X como
interseccao e que |Tx|= (2::) Erdos, Ko e Rado também obtiveram uma generalizacao do

teorema anterior, que segue adiante

n]

Teorema 13 (Erdos-Ko-Rado Generalizado). Sejam n > k >t > 0 inteiros e A C ([k) uma
familia de conjuntos tal que para todo A,B € A, temos |[AN B|> t. Set > 2, existe um

ng := ng(k,t) tal que para todo n > ngy vale

n—t
A< (3 7)

Além disso, para n suficientemente grande a igualdade ocorre se, e somente se, A = Tx para

algum X € ([?]).

Demonstragdo. Suponha inicialmente que existe um X € ([?]) tal que, para todo A € A, vale
X C A. Neste caso é ébvio que A C Tx e o resultado segue.

Agora suponha o contrario. Afirmamos que existe um conjunto B com |B|< 3k tal que
|[BN A|>t+ 1, para todo A € A. Se para todo A1, Az € A vale que |41 N Aa|>t + 1, entdo é
facil, basta tomar B = A para algum A € A. Caso contrario, existem de fato A1, Ao em A tal
que |A; N Ag|=t. Tome um Az € A diferente desses dois com A; N As ¢ As, ele existe pois
como ja vimos nao existe um conjunto t-uniforme contido em todos os elementos de .A. Entao
B = A; U Ay U A3 deve servir. Primeiro note que |B|< |A1|+|A2|+|As|= 3k (pois A1, Ay e A3
possuem intersecgoes). Dado A € A temos duas possibilidades: A primeira é que A1 N Ag C A,
neste caso a intersecgdo com B ji é de pelo menos t elementos, mas como |A N As|> ¢ nao
podemos ter BN A = A; N Ay e portanto |[BN A|> t + 1. A segunda possiblidade é que
A1 N Ay ¢ A, neste caso o fato de que |A N A;|> t mostra que se |[A N A; N Az|= p entao

(A1 UA2) N A|> 2k —p >k + 1 pois p < k.
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Logo podemos limitar os possiveis conjuntos de .A.Um conjunto de A consiste de pelo menos

t + 1 elementos em B e o restante pode estar em qualquer lugar, assim

a< () < ()6

que é um polindémio de grau k —t — 1 em n. Como (Z:i) e um polinémio de grau k — ¢t em n,
entdo para n suficientemente grande temos que |A|< (Zj) Na verdade isso mostra que nesse
caso o tamanho de A é assintoticamente menor do que (Z:D para n suficientemente grande e

assim a unica forma de conseguirmos a igualdade é se valer o primeiro paragrafo. Isto é, A = Tx

para algum X € ([Z]). O

Para encerrar, vamos dar um exemplo de que o teorema pode nao valer para valores lineares

emk et.

[4

2?), 2-intersectante, de cardinali-

Exemplo 14. Vamos exibir um exemplo de uma familia A € (

dade grande. Particione [4s] em X = [2s] e Y = [4s] \ X. Considere a familia
[45]
A={A¢c 9 S|ANX[> s+ 1}

E facil ver que essa familfa é 2-intersectante. De fato, se A, B € A temos que A e B possuem
s+1 elementos cada em X (que possui 2s elementos). Logo [ANBNX|> (s+1)+(s+1)—s=2.
Resta calcular quantos elementos existem em A.

Uma simples contagem nos mostra que

2 2s 2s s71 796\ 2
|A’:i§1<i><23_i> :i:O <Z>

[4s]

25) pode ser escolhido da seguinte forma: Primeiro

Agora observe que todo elemento de (

escolhemos ¢ elementos de X e depois 2s — i elementos de Y. Assim

45\ & [2s\ [ 2s 21252
)2 () G2 -2 ()
=0 1=0
Dai concluimos que
4s s71 25\ 2 25\ 2 25 125\ 2 25\ 2
(o) =5 () () = 2 () -2 ()
i=0 i=s+1

2s
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onde €(s) = B Usando que (;QZ) ~ % temos
2s
2 2 245
( SS) 2s

=——=0

R () B A

quando s vai para o infinito. Porém o Teorema de Erdds-Ko-Rado nos daria

4s — 2 1 /4s
< ~ —
A< <25 — 2> 4 <25>
que é menor do que o tamanho dado pelo exemplo.

3.2. Teorema de Katona. Nesta® secio falaremos do mesmo problema tratado pelos teoremas
de Erdos, Ko e Rado, porém nao pediremos aqui a k-uniformidade. Assim o problema é o
seguinte: Qual é a maior familia A C P([n]), que é t-intersectante? (¢ > 1). Para o caso t =1
podemos resolver facilmente o problema. Fixando um z € [n| podemos construir a familia
To = {{z}UY Y C [n]\{z}} de forma semelhante a da secio anterior. E facil ver que quaisquer
dois elementos de 7T, possuem z como elemento comum e que |7;|= 2"~!. Podemos observar
que esse valor é maximo se parearmos todos os conjuntos de P([n]) com seus complementares.
Nesse pareamento, um conjunto 1l-intersectante pode pegar apenas um elemento de cada par e
assim no maximo metade de todos os subconjuntos, que é 2™.

Para o caso t > 1 a solucdo nao é tao agraddavel como antes. Suponha que n + t = 2a para
algum a > 0 inteiro. Entéo se dois conjuntos A e B forem tais que |A|,|B|> a, temos que
|AN B|> |A|+|B|—n = 2a — n = t. Portanto a familia £ = {A € ([Z]) k> a} é uma familia
t-intersectante e [K|= Y45, (3). Agora se n +t = 2a + 1 para algum a > 0 inteiro, entéo
se A e B forem tais que |A|,|B|> a + 1 temos que |ANB|> 2(a+ 1) —n =t+ 1, porém se
|Al,|B|> a segue que |AN B|> 2a —n =t — 1. Felizmente se |A|> a e |B|> a + 1, entdo
|AN B|> 2a+1—n =t, ou seja, podemos escolher alguns elementos de tamanho a. E f4cil
ver que se escolhermos esses conjuntos de tamanho a como subconjuntos de um conjunto de
tamanho n — 1, entdo pelo primeiro caso terfamos que eles seriam t-intersectantes. Assim a
familia IC, = {4 € ([Z]) tk>a+1} U ([”]\a{x}) é t-intersectante e |[K = (".') + S ksart (1)-
Essas familias apresentadas sdo chamadas de familias de Katona, e o préximo teorema nos diz

que elas sdo as solugdes extremais para o nosso problema.

Teorema 15 (Katona). Suponha que A C P([n]) é t-intersectante, n >t > 1. Entdo uma das

duas vale

4Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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(1) n+t=2ae

(2)n+t=2a+1ce€

| A|= <n Y 1) + ;@Z.H (Z)

Além disso, se t > 2, entdo as familias que atingem a igualdade sdo as familias de Katona.

Para provarmos o teorema acima vamos introduzir uma técnica nova, chamada de shifting.

Para 1 <i < j < n defina a operacao de shifting s;; : A — P([n]) dada por
(AN{GH Ui} sei¢ A jede(A\{jHU{i}¢ A
sij(A) =
A caso contrario

e defina s;;(A) = {s4;(A) :: A € A}. A primeira coisa que precisaremos saber sobre essa operacao

é

Lema 16. Se A C P([n]) € uma familia t-intersectante, entio s;j(A) € t-intersectante, para

todo1 <i<j<n.

Demonstragdo. Antes de mais nada, vamos tentar entender a operacao de outra forma. Dado

uma, familia A definimos
A(i,7) ={A\{i,j} nAC A, {i,j} C A}
A(i, ) ={A\{i} mAC A i¢ A je A}
A(i, ) ={A\{j} mAC A i€ A j¢ A}

AGT) ={AzACAi¢d A jd A

Esses 4 conjuntos identificarm A de maneira biunivoca. Se considerarmos B = s;;(.A), uma

simples conferéncia nos mostra que

B(i,j) = A(i, j)

18 2018/3/4, 4:39pm



346

347

348

349

351

352

353

354

355

356

357

358

359

360

362

363

364

365

366

368

369

370

374

Agora é apenas checar os casos, por exemplo, suponha que By, By € B e By corresponde a um
elemento Y7 € B(i,5) e By corresponde a um elemento Y2 € B(7,7). Logo Y7 € A(i,j) NA(i,7) e
Ys € A(i, j)U.A(4, j). Podemos supor sem perda de generalidade que Y € A(i, ) e Yo € A((i), §)
e logo do fato de |(Y1 U {i}) N (YaU {j}|> ¢t (pois A é t-intersectante) segue que |[Y1 NYs|>t e

logo |B1 N Ba|> t. Os outros casos sdo semelhantes e ndo demonstrarei. ]

Dizemos que uma familia A estd comprimida, se para todo 1 <1i < j < n vale que s;;(A) = A.
E fcil ver que apés um ntmero finito de operacdes de shift podemos transformar uma familia
arbitraria em uma familia comprimida. Para isso vamos argumentar usando o semi invariante
E(A) :="jcak para todo A C [n] e definimos E(A) = > 4c 4 E(A). A observacao crucial é
que E(s;j(A)) < E(A) para todo A C [n] e 1 <i < j <n tal que s;;(A) # A. Logo aplicar s;; a
A diminui o valor do invariante E se s;;(A) # A, entdo s6 podemos aplicar um nimero finito de
operagoes shifts (pois E sempre é positiva e finita).

Agora familias comprimidas sdo interessantes por causa do seguinte lema. Seja A(i) = {A\{i} :

AeAjie Al e A(N) ={A=Ac A i¢ A}

Lema 17. Se A C P([n]) é uma familia comprimida e t-intersectante (t > 1), entdo A(1) é

(t — 1)-intersectante e A(1) é (t + 1)-intersectante.

Demonstragao. A(1) é (t — 1)-intersectante simplesmente porque A ¢é t-intersectante e retiramos
no maximo um elemento. Sejam A, B € A(I), note que A, B € A também. Suponha que
|AN B|< t+ 1, entao do fato de A ser t-intersectante segue que |AN B|=t. Seja j € ANB
um elemento qualquer. Tome B’ = (BU{1}) \ {j}. Como A estd comprimido é facil ver que

s1;(B) = B o que implica que B’ € A. Porém dai temos que |[AN B’|=t — 1, absurdo! O

Agora podemos usar essas familias comprimidas para provarmos o teorema de Katona por

inducao

Demonstragdo do Teorema 0.8.1. Fagamos por inducdo em n. A nossa hipotese de inducgao é de
que para n o teorema vale para toda familia t-intersectante comprimida e nesse caso a igualdade
ocorre se a familia for K ou K,, (dependendo da paridade do caso). Sen=toun=¢t+1¢
facil verificar que a hipdtese é verdadeira. Agora suponha que até n — 1 a hipétese é verdadeira,
vamos provar para n. Seja A nossa familia. Vamos dividir nos dois casos.

Suponha que n +t = 2a. Como A é comprimida, entdo pelo lema 0.3.3. A(1) é (t — 1)

intersectante e é uma familia de P({2,...,n}). Assim do fato que n — 1+t —1=2(a — 1) por
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hipétese de inducao
n—1
amis ("
k>a—1

Também pelo lema temos que A(1) é (¢t + 1)-intersectante e é uma familia de P({2,...,n}).
Como n — 1+t + 1 = 2a, por indugdo segue que
_ n—1
ADI<> (T,
k>a

Juntando os dois temos

A= [AQHADI= 3 <”;1>+k§<n21)

S+ (o) -26)

Caso ocorra igualdade entdo as igualdades também devem ocorrer para A(1) e A(1). Por hipétese

de indugao A(1) = {A € P([n]\ {1}) :|A|> a—1} e A(T) = {A € P([n] \ {1}) :: |A|> a}. Logo

A =K. Aqui usamos o fato que A(1) e A(1) sdo familias comprimidas em P([n] \ {1}), o que
nao é muito dificil de ver (caso nao fossem A também néo seria). O cason +t =2a+1 é
praticamente andlogo e nao repetiremos a demonstracao.

Suponha que inicialmente temos uma familia A que é t-intersectante e aplicamos as operagoes
de shift até ela ser uma familia B comprimida, pelo lema 0.3.2. temos que B é t-intersectante.
Como as operagoes de shift ndo mudam a cardinalidade das familias entdo imediatamente
obtemos as desigualdades para qualqur familia ¢-intersectante. Basta ver os casos de igualdade.
Se n 4+t = 2a pelo trabalho anterior temos que B = K. Agora note que a operacao de shift nao
altera o tamanho de um conjunto da familia. Como K possui todos os conjuntos de tamanho
pelo menos a, é facil ver que a tnica familia em que a operagao shift leva a K é a propria K.
Logo A =K.

O caso n +t = 2a + 1 é um pouco mais complicado. Sabemos que B = I,,. Pelo mesmo
argumento acima sabemos que os conjuntos de tamanho pelo menos a + 1 s6 podem ter vindo
da mesma subfamilia. Mas ndo sabemos de onde veio a subfamilia ([ngl]). Vamos mostrar que
ela s6 pode ter vindo de uma familia (["]\a{m}) para algum x € [n] e logo A = K,. Seja s, a
ultima operacao de shift aplicada (E facil ver que podemos descartar s;; com j < n como ultima
pois essa operacgdo em nada alteraria o conjunto). Seja Q a familia tal que s;,(Q) = (["7”).

a

Podemos classificar a diferenca de Q e ([”a_”) da seguinte forma: Considere ([”Biil’”}). Para
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alguns desses conjuntos adicione i, para outros adicione n. ([";1]) ¢ a familia obtida adicionando
1 para todos os conjuntos, Q é alguma familia obtida adicionando de outra forma. Queremos
mostrar que na verdade ela é a familia obtida adicionando n para todos os conjuntos. Suponha
que exista um conjunto A € Q obtido adicionando i e um B € Q obtido adicionando n. Em
(["][}ﬁin}) a interseccgao de quaisquer dois conjuntos tem tamanho 2a —2 — (n —2) =t —1
e logo |[AN B|=1t—1, o que contradiz Q ser t-intersectante. Assim Q = (["]z{i}). Podemos
continuar aplicando esse raciocinio voltando até AN ([Z}) por meio das operagoes s;;. De forma
andloga a mostrada aqui, para cada uma dessas voltas obteremos uma familia da forma (["]\a{z}),

concluindo a demonstracao. ([

§4. TEOREMAS DE INTERSEGAO E APLICAGOES GEOMETRICAS

4.1. Variantes do teorema de Ray-Chaudhuri-Wilson. °

Defini¢do 18 (Familia L-intersectante). Seja A C 2l ¢ seja L C Z>o um conjunto finito.
Dizemos que A é L-intersectante se para todo par de conjuntos distintos A, B € A temos que

|ANB|e L.

Teorema 19 (RW uniforme — Ray-Chaudhuri-Wilson 75 [21]). Se A C ([Z]) ¢ L-intersectante

A= (7). ®)

Teorema 20 (RW néo-uniforme — Frankl-Wilson 81 [12]). Se A 2" é L-intersectante com

A< g <”) < z@. (1)

Essas duas cotas s@o justas: No caso da cota 3, podemos tomar A = ([Z]) eL={0,...,s—1}.

com |L|= s, entdo

|L|= s, entdo

Para a cota 4, tomamos A = ([Z}) e L={0,...,s—1}, onde k < s.
Agora apresentaremos versoes modulares para os teoremas acima.

Denotaremos por Z,, o conjunto dos residuos médulo n.

Definig¢ao 21 (Familia L-intersectante modular). Seja p um primo e L C Z,. Dizemos que A

é L-intersectante maodulo p se para todo par de conjuntos distintos A, B € A temos

o |Al¢ L (mod p), para todo A € A; e
e |[ANB|e L (mod p), para todo par A, B € A distintos.

SNotas produzidas por Gervasio Santos e Felix Liu.
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Teorema 22 (RW uniforme modular — Frankl-Wilson '81 [12]). Seja p um primo e L C Z,. Se

AC ([Z]) é L-intersectante mddulo p com |L|= s, entdo

A= (1), o)

Teorema 23 (RW néo-uniforme modular — Deza, Frankl & Singhi ’83 [6]). Se A c 2" ¢

IA|< Z <7Z> < 2(2) (6)

=0

L-intersectante médulo p, entdo

Essas duas cotas também sao justas.
H4 uma prova para o teorema 20 por Alon, Babai e Suzuki [1] que, com alguns ajustes, pode

ser usada para provar o teorema 23.

Prova do Teorema 23. Sejam p um nimero primo, L = {l,...,ls} C Z, um conjunto de residuos
médulo pe A = {A4y,..., A} C 2" uma familia L-intersectante médulo p. Para cada A;,
associamos seu vetor caracteristico v; = (vi1, ..., vipn), onde

1, se j € A;; ou
Uij =
0, caso contrario.

Para 1 < ¢ < m, definimos o polinémio f; em n varidveis da seguinte forma:

filz) = [T ({vi,x) =€) (mod p),

lel
onde z € F" e (x,y) = i x;y;. Observe que (v;,v;) = |A; N Aj|. Assim, temos que f;(v;) # 0,

uma vez que |A4;|¢ L (mod p) para todo A; € A; e fi(v;) = 0 para todo i # j, uma vez que
|A; N Ajle L (mod p).

Um polinémio é multilinear se o seu grau em cada varidvel é no maximo 1. No dominio do
n-cubo © = {0,1}", os polinémios f; acima possuem um correspondente multilinear: como para

toda varidvel z € § vale que z2

= x, basta expandir os polinémios como somas de monémios e
entdo diminuir o expoente de toda variavel ocorrente para 1.

Afirmamos que os polinémios fi,..., f,, como fungoes de {0,1}" para Z sado linearmente
independentes. Para mostrar isso, assuma o contrario. Nesse caso, Y ;v \;fi(z) = 0 é uma

rela¢ao nao trivial pra alguma escolha de constantes A1,..., \;,. Seja i’ o menor indice tal que

Ay nao é zero e substitua x por vy nessa relacio. Para todo i # i/, temos que f;(vy) = 0. Assim,
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apenas o termo Ay fy (vy) permanece no somatorio. Como fi(vy) # 0, concluimos que Ay = 0,
uma contradicao.
Enfim, cada f; pode ser escrito como uma combinagéo linear de monémios multilineares de grau

no maximo s. Ha >°;_ (7) desses mondmios, de onde concluimos que m = |A|< Y7, (’Z) O

Através desse teorema, podemos provar a seguinte cota para o caso do teorema 19:

Corolario 24. Se A C ([Z]) é L-intersectante com |L|= s, entdo

A|< 2;) <’Z> < 2(2) (7)

Demonstragio. Suponha sem perda de generalidade que L C {0,...,k — 1}. Basta tomar para

p um primo maior que k no teorema 23. O

Enfim, vejamos o seguinte exemplo, em que aplicamos o teorema 23.

Corolario 25 (Uma intersegao proibida modular). Sejam p um primo, n =4p—1e¢ A C (2][37"”_]1)

tal que para todo par A, B € A distintos temos que |AN B|# p — 1. Entdo

dp — 1
IAl< 2( P > < 1.7548%1, (8)
p—1
Demonstragio. Tome L = {0,...,p — 2} no teorema 23. Entdo as seguintes afirmagoes sdo

verdadeiras para todo A, B € A distintos:
(1) [A[¢ L (mod p), porque [A|=2p—1=p—1 (mod p); e
(2) [JANBle {0,....2p—1}\{p—1,2p—1} = L (mod p).

Assim, podemos aplicar o teorema 23, de onde obtemos |A|< 2(%__11). Para se obter o
resultado numeérico, basta observar que p — 1 < 4%_1. O

Seja m(n,t) = max{|A]: A C P([n]),com |A N B|# t para todo par A, B € A distintos}. Ob-
serve que se |[A|= a,|B|=b e os conjuntos A e B sao aleatérios, entao E[|AN B|] = %b. Erdés
conjecturou que existe € > 0 tal que m(n, [§]) < (2 —¢€)™. Tal conjectura foi provada por Frankl

e Rodl 87, com (2 — €)™ < 1.99™.

4.2. O ntimero cromatico do R". Considere® o grafo Gpn = (R™, E;), em que o conjunto de
vértices é o R e conjunto de arestas é Ej := {{z,y} : z,y € R", ||[x — y|| = l}. Note que G, e
Gy, sao isomorfos para todo k,[ > 0.

Problema 26. Determinar/estimar ¢(n) = x(Gp,1).

6Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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O ntmero cromético de G, 1 é muito dificil de determinar, e estd em aberto até mesmo
para o plano. Mas em 1972, Larman e Rogers [?larman_rogers_1972] provaram que c¢(n) <
(24/2 + 0(1))™, e conjecturaram que a ordem de crescimento de ¢(n) era de fato exponencial. Em
1981, Frankl e Wilson provaram essa conjectura, usando os teoremas de interseccao que vimos

anteriormente.
Teorema 27 (Frankl e Wilson 1981). Existe ng tal que para todo n > ng temos c(n) > 1.1™.

Demonstragdo. Suponha primeiro que n = 4p — 1, para algum primo p > pg suficientemente

grande de modo que

(2p-1)
NPT S (1 139)41)*1
p-1 = & :
2(31)
Denote G' = G,1. Considere a familia 4 de todos os subconjuntos de 2p — 1 elementos de
{1,2,...,n}. Para cada A € A, defina v4 := \/%—pcA, onde c4 € {0,1}" é o vetor caracteristico

de A. Defina G, o subgrafo induzido de G cujos vértices sdo os vetores v4, para A € A.
Observe que se A,B € A, e s = |ANB|, entdo |[cqy —cp||* = |[A\ B| + |B\ 4] = |A| +
|B| —2|ANB|=2(2p—1-—s). Deste modo, se s = p — 1, obtemos ||c4 — cg|| = +/2p. Como
|lva—vg| = \/%HCA —cpg||, segue que ||[vqg — vp| =1 se, e somente se, [ANB| =p— 1.
Isto quer dizer que vértices independentes de ), correspondem a conjuntos A, B € A tais que

|AN B| # p— 1. Portanto, pelo Corolario 7 da aula passada, temos que

o <2(y7) =, %)

Segue que
A Gy
X(G) > x(Gp) > 5~ = —2 = > (1.139)%1 > 1.1™
2(,%) 203
Segue da densidade dos primos que ¢(n) > (1.139)" para todo n suficientemente grande. O

4.3. A conjectura de Borsuk. Para todo inteiro postivo d, definimos a esfera de dimensao
d—1 como S :={z €¢ R?: ||z| = 1}. Para X C R?, defina também o didmetro de X do
seguinte modo:

diam(X) :=sup {||lz —y||: z,y € X}.
Respondendo a uma pergunta de Ulam, Borsuk e Lyusternik & Schnirelmann provaram
independentemente o seguinte resultado.
Teorema 28 (Borsuk/Lyusternik-Schnirelmann). Suponha que Uy, ..., Uy sdo conjuntos abertos,

i, ..., Fy sdo conjuntos fechados e X1,...,X4 sdo conjuntos abertos ou fechados. Suponha
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ainda que

Entao existem i, j, k tais que {—x,x} € Uy, Fj, X}, para algum x € -1,

Isto quer dizer que se decompormos S4~! em d conjuntos abertos e/ou fechados X1, ..., Xq,
teremos que diam X; = diam S%! para algum i = 1,...,d.

Se os conjuntos X1, Xa, ..., X,, C X formam uma parti¢do de X tal que diam(X;) < diam(X)
para todo i, entao diremos que essa particdo reduz o diagmetro de X e tem tamanho igual a m.

Motivado pelo teorema acima, Borsuk fez a seguinte conjectura:

Conjectura 29 (Conjectura de Borsuk). Para todo S C R?, com 0 < diam S < oo, existe uma

particdo de S de tamanho d + 1 que reduz o diametro.

Seja f(d) o menor niimero k tal que para todo S C RY existe uma particio de S de tamanho
k que reduz o didmetro. Pelo Teorema de Lyusternik-Schnirelmann, é claro que f(d) > d + 1.
A conjectura de Borsuk pergunta se f(d) = d + 1. Oded Schramm provou que f(d) < 1.23¢
para todo d suficientemente grande. Em 1993, Kahn e Kalai mostraram que f(d) > (1.23)‘”,

mostrando falsa a conjectura de Borsuk.

Teorema 30 (Kahn e Kalai (1993)). Vale que f(d) > (1.2)\@ para todo d suficientemente

grande.

Provaremos esse resultado na proxima aula.

Precisaremos | da seguinte versio do lema de interseccéo.

Lema 31. Seja p primo e A C ([gg]) uma familia de conjuntos tal que |A N B| # p para todo
A, B e A A+# B. Entdo vale que

as2 3 ()4
0<j<p N7 p—1

Primeira prova do Teorema de Kahn-Kalai. Seja n = 4p para algum p primo suficientemente
grande. Seja G = (V, E) o grafo completo com conjunto de vértices V' = [n]. Para todo A C [n],
defina 9A == {{z,y} € E: 2 € A,y ¢ A}. Iremos provar o caso em que d = |E| = (3) = (). O
caso geral para d suficientemente grande segue do Teorema dos Numeros Primos.

Considere X = {xg4 € RF : A C [n],|A| = 2p}, onde x5, é o vetor caracteristico de JA. Note

que |X| = %(32), pois zg4 = wyac. Ademais, se 194 € X, entdo [0A| = 2p - 2p = 4p%. Além

"Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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524 disso, se |A| = |B| = 2p, entao

525

527
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538

|DANAB| =|ANB|* + (2p — AN B)%

Por fim, temos que

lzoa — zon||* = |DAAOB]
= |0A| + |0B| — 2|0A N B]
= 2(4p?) ~2(1AN B’ + (2p — |AN BP))

—4|ANB|(2p—|AN B).

Portanto, temos que se X; C X, entdo diam X; = diam X = 4p? se, e somente se, existem

oA, Top € X; tais que |[AN B| = p.

Suponha agora que X = X; U... X}, com diam X; < diam X para todo i. Da observagao

anterior concluimos que |A N B| # p para todo zga, x5 € X;. Segue do Lema 31 que

4
X §4( b )
p—1

Portanto,
X 30)
t>—4 207 > (1.1397)% > (1.1397)V24 > (1.2)V
4G,27)  4(0)
p p
Isto mostra que f(d) > (1.2)‘/3, o que termina a prova. O

Vamos agora ver uma segunda prova do Teorema de Kahn-Kalai. Precisaremos primeiro do

seguinte lema, que pode ser provado por uma aplicacao direta do Lema 31.

Lema 32. Seja p um primo e X C {—1,1}* C R* um conjunto tal que (1,x) = 0 para todo

x € X e (x,y) #0 para todo x,y € X Segue que

4 4
nas 3 (9)-41)
0<j<p N/ P

Segunda prova do Teorema de Kahn-Kalai. Fixe p primo e tome n = 4p. Seja M,, o conjunto

. . L 2 .
das matrizes n x n. Considere a aplicacdo p : R® — R™ que leva x € R" ao vetor cujas n

2

entradas sdo as da matriz zz". Note que, para z,y € R", a norma de p(z) — p(y) satisfaz

26

o) = pW)I* = llez” —yy|* = (@T2)* + (yTy)* = 2(2Ty)* = ||z + [ly|* — 2 (z,9)*.
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Seja Y = {x € {—1,1}": (x,1) = 0}. Claramente, temos |z|| = /n para todo = € Y. Defina
Z ={p(z) 1z € Y} CR™. Temos que |Z| = |Y| = %(gﬁ). Note ainda que

lo(z) = p()I* = 2% =2 (z,y).

Portanto, segue que diam(Z) = 2n?, e temos que u, v € Z realizam o didmetro de Z se, e somente
se, existem z,y € Y tais que (z,y) =0 e u=p(z) e v=p(y).
Suponha agora que Z = Z; U... Z;, com diam Z; < diam Z para todo i. Lembre que Z C R%,

onde d = n? = (4p)?. Da observagdo anterior concluimos que (z,y) # 0 para todo p(x), p(y) € Z;.

1
\Zi|§4< P )
p—1

Segue do Lema 32 que

Portanto,

2l 3()
L2 g = 42 P> (1.1397)% > (1.1397)V4 > (1.1)V4.
(p—l) (p—l)

Isto mostra que f(d) > (1.1)‘/3. Para mostrar que f(d) > (1.2)\/3, é necessario considerar um

conjunto Z' de matrizes triangulares superiores estritas. Nesse caso, teremos d = (Z) e a conta

segue como na primeira prova. U
4.4. Construcao de cotas inferiores para o nimero de Ramsey via teoremas de in-
tersecgao. Definimos o niimero de Ramsey como

R(n) = min{N : N = (n)3} = min{N : para todo G = G¥ vale w(G) >n ou a(G) >n }.
Sabemos que

V2 < liminf R(n)Y™ < limsup R(n)"/™ < 4.

Um problema em aberto é provar que existe lim R(n)l/ ™ e, caso afirmativo, determinar esse limite.
Esse problema motiva a construcio esbocada a seguir, que dd um limite inferior superpolinomial
para R(n).

Seja p um nimero primo fixo e n > 2p?. Seja G p 0 grafo com conjunto de vértices V' = (pén_]l)

e conjunto de arestas £ = {{A,B}: A# B,|[ANB| # 1 mod p}.

Teorema 33. Temos que max{a(Gpp),w(Gnp)} < 2(pf2).

Demonstragdo. Aplique os teoremas da interseccao. U
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560 Para obter uma boa cota inferior para R(n), gostarfamos que |V (G, p)| = (pgn_l) seja grande

s61 com relagdo a 2(pf2). Utilizando o Teorema dos Niimeros Primos e estimativas para o coeficiente

562 binomial, provamos o seguinte corolario.

t(l—a) Int/Inlnt

563 Corolario 34. Para todo € > 0 e t > ty existe grafo G com pelo menos vértices e

se4 max{a(G),w(G)} < t.

565 §5. A CONJECTURA DE KNESER

s66 Definicao 35. Seja 1 <k <n. O grafo de Kneser K(n,k) = (V,E) € tal que:

v:<[Z]> E:{{A,B}e@):AmB:V)}

567 Se 2k > n, entdo quaisquer conjuntos A e B de tamanho k tem interseccao nao vazia. Portanto,
s68 para k > n/2, o grafo K(n, k) é vazio. Daqui para frente iremos supor que k < n/2.8
560 No grafo de Kneser, um conjunto independente maximo é constituido por todos os conjuntos

570 que contém um dado elemento. Por Erdds-Ko-Rado, temos:

i) = (11

-+(3)

571 Como para qualquer grafo G vale a(G)x(G) > V, temos que x(K(n,k)) > n/k.

572 O ntimero cromético de K(n, k) possui alguns limitantes superiores 6bvios:

573 (1) x < n: Basta usar como "cor"do vértice o menor elemento do conjunto. Como conjuntos
574 que contém um elemento em comum nao sao vizinhos em K(n,k), essa coloragao é
575 prépria.

576 (2) x <n—k+1: Usando o menor elemento do conjunto para cor na verdade nos d4 um
577 bound melhor, visto que, como os conjuntos tem k elementos, o minimo nao pode ser
578 superior a n — k + 1.

8Notas produzidas por Gervasio Santos e Nathan Proenca
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(3) x <n —2k+2: Se damos para um vértice A € V(K (n,k)) a cor
cor(A) = min{min A, n — 2k + 2}

Temos uma coloragdo propria do grafo de Kneser: se A,B € V(K(n,k)) tem a
mesma, cor i < n — 2k + 2, entdo eles possuem o mesmo elemento minimo ¢ e nao
podem ser disjuntos. Caso eles tenham a mesma cor n — 2k + 2, entdo temos que
A, B C{n—2k+2,...,n}; como esse conjunto tem apenas 2k — 1 elementos, A, B nao

podem ser disjuntos.

Pode-se ver entdo que x(K(n,k)) <n— 2k + 2.
Conjectura 36. (Conjectura de Kneser) O bound x(K(n,k)) <n —2k+2 € justo.
5.1. Teoremas de Borsuk-Ullam. Seja S? = {x € R : ||z||= 1} c RIH!
Teorema 37. Para todo f: S* — RY, continua, Iz* € S? tal que f(x*) = f(—z*).

Teorema 38. (Lynsternik-Shnirel’man ’30) Se S = U1U...UUgy 1 com cada U; (1 < i < d)

aberto ou fechado, entio 31 <m < d+1 e z* € 8¢ tal que {z*, —2*} C U,,.

Demonstragio. (Prova do Teorema 38 a partir do Teorema 37)

Seja S* = Uy U...U Uy como no enunciado do teorema. Suponha por contradicio que nio
existe £* e m como desejados.

Seja:

f:8— R
T — (d(xu Ul)a SRR d(ﬂ?, Ud))
onde d(z,U) = inf{d(z,y) : y € U}.
Temos que f é uma funcio continua, entdo, pelo Teorema 37, existe z* € S? tal que

f(x*) = f(—z*). Estamos supondo que {z*, —z*} ¢ Uj;1. Sem pera de generalidade, podemos

supor que z* € Uy, k < d. Assim:

f(@®) = f(=2%) — d(=2",Uy) = d(z",Uy) = 0

Se Uy é fechado, entdo qualquer ponto infinitamente préximo dele pertence a ele, o que

singnifica que temos —x* € Uy, o que implica em {z*, —z*} € Uy, um absurdo.
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Suponha entdo que U}, é aberto. Temos que —2* € Uy, (o fecho de Uy). Por outro lado, temos
que Uy C 8%\ (—Ug) (uma vez que estamos supondo que Uy N —Uj, = 0.

Assim —z* € Uy, € 8¢\ —Uy. Logo, —z* & —Uy, o que implica que 2* ¢ Uy, um absurdo. [

Teorema 39. (Lovdsz "78) Sejan =2k+d comk >1 ed > 0. Entao
X(K(n,k))=d+2=n—2k+2

Demonstragio. Como ja temos que x (K (n, k)) < d+2 = n—2k+2, basta provar que x (K (n, k)) >
d+2.

Vamos considerar S¥! c R42. Sejam 1, ..., 2z, € S n pontos em posicio geral. Isto é,
tais que quaisquer d + 2 deles geram R%2 (por combinagoes lineares).

Em particular, um hiperplano (um espaco de dimensao d + 1) passando pela origem contém
no maximo d + 1 dos z;’s. Caso tivessem > d + 2, o espago teria dimensdo d + 2, um absurdo.

Identificamos V(K (n, k)) com ()k{) ={X'Cc X :|X'|=k}, onde X ={x1,...,2,}.

X
(k) =ViuU...UVg

Suponha que

Queremos mostrar que isso ndo pode corresponder a uma coloracao prépria, ou seja, os V;’s
nao sdo conjuntos independentes, ou seja, 34, B € ()k{), ANB=0eA,B €V, para algum 1.

Para 1 < i < d, definimos:

O; = {x € 8™ : 0 hemisfério Hz em torno de z contém algum membro de V;}

Temos que Hx = {y € S : (x,y) > 0}. Temos também que os O;’s sdo conjuntos abertos.
Seja
d+1
C =8\ U O;
i=1
Entao C é um conjunto fechado, pois é o complemento de um aberto, a unido dos O;’s.
Podemos entdo escrever S%! com uma unido de abertos e fechados da seguinte forma:
d+1
sttt =Jouc

=1

Pelo Teorema 38, temos que existem z* e —z* € S9! tais que:

i. {z*,—2*} CC, ou

ii. {z*,—2*} C Oy, para algum ¢

30 2018/3/4, 4:39pm



618

619

620

621

622

624

625

626

628

629

630

631

632

633

635

636

638

639

640

Suponha que i. valha. Entdo |[Hz* N X|< k — 1, pois se tivéssemos que |Hz* N X|> k,
entdo algum A € ()k( ) estaria contido em Hz* e x* estaria em algum O;. Analogamente, temos
|H(—2*)N X|< k — 1. Por fim, temos que alguns pontos de X podem estar no equador de S+,

mas no maximo d + 1, pois esse equador estd contido num hiperplano. Temos:

IXISk-1)4+k-1)+(d+1)=2k+d-1=n—-1

Um absurdo. Suponha entdao que valha ii. Sejam A, B € V; os conjuntos que fazem com
que z* e —z* estejam em O;, respectivamente. Temos que A C Hz* e B C H(—z"), logo,
ANB C Hz*N H(—x*) = (). Estes sdo os conjuntos procurados que mostram que a coloragao

dos V;’s nao pode ser propria. O

5.2. Variante de Dol’nikov. Seja F € 2%, com X um conjunto finito. Podemos generalizar o

grafo de Kneser da seguinte forma. Tome K (F) = (V, E), onde:

V=F E={{A,B}: A, Be F;AnB =10}

Dado G 2%, um hipergrafo, seu ntimero cromético x(G) é dado pelo menor t tal que existe
uma coloragao ¢ : X — [t] na qual nenhum G € G é monocromadtico. Ou seja, é 0 menor nimero
de cores que podemos usar para "pintar'os elementos de X sem que nenhuma das arestas de G

(visto como um hipregrafo) seja monocromética.

Definigdo 40. Seja G € 2% ¢ Y C X. O hipergrafo induzido G —Y éG[X \Y]={G€G:
GNY =0}

Definicdo 41. O m-defeito de coloracio de G é dado por
cdpn(G) = minf{|Y]: x(G —=Y) = m}
Representando o tamanho do menor subconjunto de X que deve ser proibido em F para que a
colegio resultante (vista como um hipergrafo) seja m-colorivel.
Teorema 42. (Dol’nikov ’81) Para todo F € 2%, vale que x(K(F)) > cdo(F)

Demonstragio. (Devida a Matousek)
Suponha que x(K(F)) := d+1. Fixe uma coloracao prépria de V(K (F)) = F = ViU...UVy41.
Considere 21, ..., 2z7 € ST em posicio geral, onde T = |X|. Agora identificamos (colocamos

em bijegdo) X com {x1,...,z7}.
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Definimos Hz e O; como na prova do Teorema 39. Seja C' = S\ U::l O;. Pelo Teorema 38,
temos que 3z* € S tal que ou z* e —z* € O; para algum i ou z* e —z* € C.

Contudo, pela forma como os O;’s foram definidos, temos que ndo podemos ter * e —z* em O;.
Isso implicaria os que dois conjuntos disjuntos de F estdo na mesma parti¢do V; (analogamente
a prova do Teorema 39).

Entdo temos que z* ¢ —z* € C. Se tomamos Y = Ha* N H(—z*) N {x1,..., 27}, temos que
|Y|< d+ 1, pois Y corresponde ao equador de S quando z* e —z* sdo tomados como polos.

Podemos pintar todos os pontos em Hx* de uma cor (digamos, azul), e todos os pontos em
H(—z*) de outra (vermelho). Como C' é o complemento da unido dos O;’s, por defini¢do temos
que nenhum conjunto de F tem k pontos em Hx* ou H(—x*) (caso contrario, eles pertenceriam
a algum O;). v Apenas os conjuntos A € F tais que ANY # () poderiam ser monocrométicos.
Assim, se consideramos F — Y, ndo temos arestas monocromaticas e obtemos uma 2-coloragao
prépria.

Entao temos que x(F —Y) < 2. Logo, cda(F) < d+ 1= x(K(F)). O
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Parte 2. O METODO PROBABILISTICO
§6. ESPAGOS DISCRETOS

Um” espago de probabilidade discreto é um par (€2, P), onde Q é um conjunto finito ou
enumeravel, e P: Q@ — [0, 1] é uma funcéo tal que > o P(w) = 1. Dizemos que A C © é um

evento, e escrevemos

:ZIP(w):ZIP(w]l

weA weN

onde 14:Q — {0,1} é a funcao indicadora do conjunto A, dada por

0 w¢eA,
Ia(w) = Yw € Q.

1 weA,

Uma variavel aleatdéria ¢ uma funcao X:Q — U, onde U é um conjunto arbitririo que,

quando nao explicitado, assumiremos ser o conjunto dos nimeros reais. Para todo z € U,

€sCrevemos
P(X =2)=P{weQ: X(w =) P(w) L x ()=} (w).
we
Dizemos que varidveis aleatoérias X1, ..., X com contradominios Uy, ..., Uy, respectivamente,
sao independentes se, para todos os x1 € Uy, ...,z € Ui, temos
]P(Xl = T1y.-- ,Xk = l’k) = ]P(Xl = 1131) .. ]P(Xk = l’k)

Uma familia de varidveis aleatérias (X)) ea é k-a-k independente se para todos Aj,..., Ay € A
distintos temos que X),,..., X, sao independentes.

Observagao 43. Note que (k + 1)-a-(k + 1) independéncia implica k-a-k independéncia, mas
a reciproca nao vale. Por exemplo, sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com
contradominio Z /27 e com com P(X =1) =P(Y =1) =1/2, e seja Z = X + Y. Temos entdo

que X,Y, 7 sao 2-a-2 independentes, mas nao sao 3-a-3 independentes.

Seja B C Q) tal que P(B) > 0. Para todo A C (, a probabilidade condicional P(A|B)

de A dado B ¢é dada por
P(ANB)

PUAIB) = 5

INotas produzidas por Victor Portella e Gabriel Barros
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674 O espago de probabilidade condicionado a B é o espago de probabilidade (B, Pg), onde Pg: B —
675 [0,1] é dado por
Pp(w) = ——== Yw € B.

676 Seja {B;}ier uma particao de 2. A lei da probabilidade total diz que, para todo A C 2, vale

677 que
P(A) =) P(ANB;) =) P(AB)P(B;).
icl icl
678 Seja X: Q) — R uma varidvel aleatéria. A esperanga de X é

E(X) =) XwPw)=> aP(X=ua),

weN zeR
679 onde a esperanca estd bem definida se a primeira soma absolutamente convergente, e a segunda
680 igualdade vale s6 se a segunda soma também for absolutamente convergente. Por exemplo,

681 se A C (), entdo

E(14) = 3 1a(w)P(w) = P(4).
weN

682 Sejam X1i,..., Xy varidveis aleatérias, e sejam Aq, ..., Ay nimeros reais. Vale a equacao

683 Tal propriedade é conhecida como linearidade da esperanca. Se X1,..., X} sdo independentes,

684 entao

E(X1Xy... X)) = E(X)E(X?) ... E(Xg).
685 Sejam X, Y variaveis aleatérias. A covaridncia entre X e Y é
cov(X,Y) =E(X —EX))(Y —E(Y))).
686 Pela definicdo de covariancia, temos que
cov(X,Y) =EXY - XE(Y) - EX)Y + E(X)E(Y))
=EXY)-EXE®Y)) -EEX)Y)+ E(EX)EY))
=EXY)-EX)EY)-EX)EY)+ EX)E®Y)

=E(XY) - E(X)E(Y).
687 A variancia de uma varidvel aleatéria X é

var(X) = cov(X, X) > 0.
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Se B C 2 é um evento, E(X|B)), cov(X,Y|B) e var(X|B) denotam as versoes condicionais
de esperanca de X, de covaridncia entre X e Y e de variancia de X, respectivamente. Sao
simplesmente a esperanca, covariancia, e variancia, respectivamente, no espaco de probabilidade
condicionado a B.Se X e Y sdo varidveis aleatérias, entao

E(X) =) EX]Y =yP(Y =y).
yeER

6.1. As desigualdades de Markov e Chebyshev. Para cada n € IN, seja (€2, IP,,) um espago

de probabilidade discreto e B, C §2, um evento “ruim”. Muitas vezes, queremos provar

lim P, (B,) = 0.

n—oo

Iremos nos deparar com problemas desse tipo na Sec¢ao 77, por exemplo. Nesses casos, ¢ de nosso
interesse calcular limitantes que tendem a 0. Mostraremos agora duas desigualdades importantes
para limitarmos superiormente as probabilidades de certos eventos de varidveis aleatorias em

funcao de suas esperancas e variancias.

Teorema 44 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatéria com X > 0. Entao,

para todo s € R positivo,

1
P(X > s) < —E(X).
S
Demonstragcdo. Note que
E(X)=) asP(X =2)>) sP(X=x)=sP(X >s). a
zeR r>s

Teorema 45 (Desigualdade de Chebyshev). Se X ¢é varidvel aleatoria e t € R € positivo, entao
1
P(IX —EX)| >t) < t—Qvar(X).
Demonstragio. Defina Y = (X — E(X))? > 0. Usando o Teorema 44,

1
P(X -E(X)|>t) =P >t*) < t—2]E(Y).

Basta notar agora que E(Y) = E((X — E(X))(X — E(X))) = cov(X, X) = var(X). O
6.2. Aplicagdo: O ntimero de Ramsey. Sejam n,t € IN. Escrevemos K" — (K')3"
(ou n — (t)2) se, para toda 2-coloracio das arestas do K™, existe um K! monocrom4-

tico como subgrafo desse mesmo K”. O ntimero de Ramsey (para duas cores) é dado

por R(t) = min{n € N:n — (t)2}.
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Um teorema famoso de Ramsey diz que esse nimero existe, e ainda nos mostra uma cota

superior para esse valor.
Teorema 46 ([20]). Para todo t > 1, temos que R(t) é finito. De fato, temos R(t) < 2272,

Em 1947, Erdés mostrou uma cota inferior para o nimero de Ramsey através de um argumento

probabilistico.
Teorema 47 ([10]). Para todo t > 3, temos R(t) > |2!/?].

Demonstragio. Seja n = |24/2], e seja v: E(K™) — {AZUL, VERMELHO} uma coloragio
aleatéria das arestas de forma que {y(e)}.cp(xn) sd0 varidveis independentes e P(y(e) =

AZUL) = P(v(e) = VERMELHO) = 1/2 para todo ¢ € E(K").

Afirmacao 48. Com probabilidade positiva, a coloragio v mostra que R(t) > n, isto é, K™ nao

tem um K monocromdtico como subgrafo com a coloragdo .

Defina a varidvel aleatoria

X = #{K" monocromatico em K" com coloracio 7}

= Z ]l{W induz K* monocromaético}-
WCV(K™):
W=t

Pela linearidade da esperanca, temos

E(X) = Z P({W induz K’ monocromatico})

WCV(K™):
(W=t

_ <n> 91— (1) _ <n> o1—12/241/2
t t

ﬁ217t2/2+t/2 < (2t/2)t217t2/2+t/2
t! -t

9l+t/2

= i <1,

IN

onde a ultima desigualdade vale se ¢t > 3. Pela desigualdade de Markov, P(X > 1) < E(X) < 1.
Isso termina a prova da Afirmacao 48, e o resultado segue. U
§7. METODO DO 20 MOMENTO

Neste método'” definiremos uma varigvel aleatéria conveniente, calcularemos sua esperanca

e varidncia e aplicaremos a desiguladade de Chebyschev para obter a informagado desejada.

10Notas produzidas por Gervésio Santos e Marcelo Soares Campos
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727

Relembramos a desigualdade de Chebyschev:

P(IX — E[X]|> s

Var(X)) <

1
52

(9)

Para demonstrar o poder desse método provaremos um teorema de Hardy e Ramanujan. Seja

728 n € N, definimos w(n) = # de divisores primos distintos de n.

729

730

731

732

733

735

736

737

738

Teorema 49. Seja o = a(n), com Ll)g_l a(n) = +o0. Entdo para (1 — O(a™2))n valores de
n o

m € [n], temos'!:

lw(m) — In(In(n))|< «

Seja m € [n], observamos que w(n) < (1 + o(1))

méximo quando m é da forma m = pips...px 2. Suponha k > (1 +¢)

que w(m) = k. Por ouro lado:

k k
m = pip2..prx > k!> <>

In(n)
In(In(n

In(In(n))

e

Entao In(m) > k(In(k) — 1) > k%, e teriamos k < In(In(n)).

Ik Claramente w(m) atinge seus valores

In(n) t
Tal(n)) > Riesse caso, temos

Para provar o teorema 49, usaremos dois teoremas famosos sem prova-los:

n

Teorema 50. Seja m(n) = # de primos menores ou iguais a n. Entdo m(n) = (1 + 0(1))1n(n).

Teorema 51. ) % = In(In(n)) + O(1)

p<n

Demonstragio.

Tomaremos um m €, [n] e queremos provar que P(Jw(m) — In(In(n))|> ay/In(In(n))) < %

= O(In(In(n))) e E[X] = In(In(n)) + O(1).

Seja X = w(m), por (9) basta provar que Var(X)

Calculamos primeiro a esperanga de X. Seja X;, = 1(p|m), entdo X = 3° ., X.

Temos:

Logo:

E portanto temos:

HObserve que para todo m > n# temos In(In(n)) — 1 < In(In(m)) < In(In(n)), ou seja, poderiamos substituir o

In(In(n)) na férmula por In(In(m))
no texto p ird denotar sempre um primo
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EX] =Y ; +0(1) = In(In(n)) + O(1)

p<n
739 Onde a tltima igualdade decorre do teorema 51.
740 Agora calculamos a varidncia de X. Sabemos que:

Var(X) = Z Var(X,) + Z Cov(Xp,, Xp,)

p<n p1,p2<n
P17#P2
741 E que:
1
Var(X,) = E[X]] - E[X,]* <E[X,] < -
p
742 Também vemos que:
Cov(Xp,, Xp,) = E[Xp, Xp,] — E[Xp, |E[X,]
IR i NS R S S
n non - pip2  pip2 pin
1,1 1
= (=4 =
n(Pl ]92)
743 Portanto:
1.1 1
Z COU(X:DNXW) < Z —(—=+ =)
p1,p2<n p1,p2<n b1 p2
P17D2 P1#P2
1 m(n)) 1
<=2 ( +> —)
nmén P p2§np2
= 7@(1n(1n(n))+0(1))
=o0(1)
744 Onde utilizamos o teorema 50 para obter a tltima igualdade.

745 Percebemos entao que Var(X) <In(In(n)) + O(1), e segue o resultado.

38
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§8. GRAFOS COM NUMERO CROMATICO GRANDE E CINTURA GRANDE

Para!® k e /£ inteiros positivos, denotemos por Gk, um grafo arbitrario G tal que x(G) > k
e g(G) > ¢, onde g(G) = inf{l : G D C'} é a cintura de G (segue da definicio de g(G)
que, se G é aciclico, entdo g(G) = o0). B. Descartes (pseudénimo de Tutte) [?], Zykov [?]
e Mycielski [?] independentemente obtiveram que, para todo k, existe Gj 3 (notemos que a
propriedade “g(G) > 3” equivale a “G nao contém tridngulo”). Usando o método probabilistico,
Erdés [?] provou que, para todo k e todo ¢, existe Gy ¢, e este é o resultado principal a ser
apresentado nesta secdo.

Construcoes de grafos Gy, o foram obtidas por Lovasz [7], Nesetril e Rédl [?7] e Kiiz [?]. Tais
construgdes possuem um numero extremamente grande de vértices em funcao de k e £ (um
ntmero nao limitado por uma funcao torre de altura limitada). J& os grafos de Ramanujan,
definidos por Margulis [?] e por Lubotzky, Phillips e Sarnak [?], sdo exemplos de grafos Gj ¢
com tamanho exponencial. Ao final da prova do Teorema 52, comentamos sobre estimativas

para o menor nimero de vértices possivel para um grafo Gy, .

Teorema 52 (Erd6s, 1959 [?]). Para todo inteiro k > 1 e todo inteiro ¢ > 1, existe Gy y.

Prova. Fixe k e £. Seja 0 < ¥ < 1/¢, e p = p(n) = n’"L. Seja G(n,p) o grafo aleats-

rio de ordem n onde cada aresta é sorteada com probabilidade p. Mais precisamente, su-
pomos que V(G(n,p)) = [n] e que, para cada {i,j} € ([g]), a probabilidade de {i,j} €
E(G(n,p)) é igual a p, sendo os eventos “{i,j} € E(G(n,p))” independentes. Seja X =
X(G(n,p)) o nimero de circuitos de comprimento menor ou igual a ¢ em G(n,p). Se X; =
#{circuitos rotulados em G(n,p) de comprimento j} = #{C’ < G(n,p)}, entdo X = Zfzg X;.

Assim,

pois ¥¢ < 1. Pela desigualdade de Markov (Teorema 44),

P(X >n/2) =o(1).

BNotas produzidas por Victor Portella e Gabriel Barros
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Seja a = [3p~!Inn]. Afirmamos que a(G(n,p)) < a com probabilidade 1 — o(1). De fato,

se Y = #{conjuntos independentes com cardinalidade a em G(n,p)}, entao

B) = (1) 1-n)®
< poepala—1)/2 (exp (lnn — %pa + %p))a
< (exp(Inn—3Inn+ %))a = (exp (-3 Inn+ %))a =o(1).

Pela desigualdade de Markov (Teorema 44),
P(Y > 1) =o0(1).

Portanto, com probabilidade 1 — o(1), temos X < n/2 e Y = 0. Logo, existe um grafo G’
de n vértices com no maximo n/2 circuitos de comprimento menor ou igual a £ e sem conjuntos
independentes de cardinalidade a. Remova de G’ um vértice de cada circuito de comprimento
menor ou igual a £. Seja G o grafo assim obtido. Temos que g(G) >l e a(G) < 3p~tlnn =

3n!~?Inn. Usando que |V (G)|< a(G)x(G), temos

V(G)| n/2 n’
G) > > = .
X(@) = 3nt=9%Inn ~ 3n1%lnn  6lnn

761 Logo, x(G) > k para n suficientemente grande. O
Ponha f(k,¢) = min{|V(G},)|}. Analisando a prova do Teorema 52, pode-se provar que
(R, €) < (cP(nOk(In k)",

onde ¢ é uma constante absoluta (Exercicio: prove que f(k,£) < (3012(In¢)k(In(30k)))%). Logo,
para ¢ fixo, temos

f(k,0) < (cokInk)’,

e para k fixo,

f(k, 0) < (el In )"

Outra cota superior (veja [7]) é

fk, ) < K3EHD,

Quanto a uma cota inferior, temos que f(k,£) > no(£+ 1,k — 1), onde

1+ %((5 —1=D/2_1) g impar
nO(gvd) =
(6 = 1)9% = 1), g par

40 2018/3/4, 4:39pm



762 ¢ a cota de Moore. Isto porque G} tem ntimero cromatico > k, e portanto, Gy contém um

763 subgrafo H com 6(H) > k — 1.

764 §9. FUNCOES LIMIARES

765 Seja T' um conjunto finito'* e 0 < p < 1 uma probabilidade. Tomamos como espaco amostral

766 Q=2 e a fungdo de probabilidade P(T', = T) = plTl(1 — p)FI=IT1,

767 Definicao 53. Seja P C ) uma propriedade. Dizemos que P é mondtona crescente se

VA Bel'’ACB,Ae¢ P—BeP

768 Analogamente, P ¢ mondtona decrescente se

VA, BelBCA Ae P—BeP

760 Se P é uma propriedade crescente, dizemos que P é um upset ("fechado para cima"). No caso
770 decrescente, chamamos P de downset.

771 Em geral estamos interessados em P(I'y, € P), ou seja, na probabilidade de um elemento de ol
772 estar em P. Esta probabilidade é por vezes denotada como m, p.

773 Temos que se P é crescente entdo PC (seu complemento) deve ser decrescente. Além disso,

774 para P crescente vale:

p <p2 — Py, € P) <PI',, € P

775 Além disso, se P é crescente, ela deve conter I'. Analogamente, uma propriedade decrescente
776 deve conter (). Uma propriedade que contém ambos é tal que P = 21 e é trivial.
777 Em geral temos que I' =T'(n) e p = p(n) sdo fungdes de n e |I'|— oo conforme n — oo e

778 estamos interessados no comportamento de lim,, o P(I', € P) = lim,,—o0 7 p.

779 Alguns exemplos de espagos de probablidade com os quais esatmos interessados incluem:

780 (1) G(n,p), o espago de grafo aleatérios de Erdos-Rényi. Nele temos um conjunto finito de
781 vértices V' (tipicamente, V' = [n]) e tomamos I' = (‘2/)

782 Algumas propriedades interessantes desse espaco incluem:

783 (a) Pg ={H C G(n,p)}, para H fixo. Essa é uma propriedade crescente, uma vez que
784 se H é subgrafo de GG e G é subgrafo de F', entdo H também é subgrafo de F.

HNotas produzidas por Gervésio Santos e Marcelo Soares Campos
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(b) P ={G(n,p) é conexo}. Uma outra propriedade crescente, pois estamos fixando o

conjunto de vértices, Se temos que G é conexo, G1 C G2 e V(G1) = V(G>), entao

Go também deve ser conexo.

(2) Se tomamos I' = [n], entdo [n], é um subconjunto aleatério binomial de [r]. Um exemplo

de propriedade interessante e crescente é P = {[n], contém uma PA com 3 elementos}.

(3) Tomando T = 27l temos que ') ¢ uma familia de conjuntos F aleatéria. Uma propriedade

interessante e decrescente que pode nos interessar nesse caso é P = {F é Sperner}.

Em todos os exemplos acima, hd um fendmeno de "transicdo de fase". Isto é, existe um p* tal

que

lim P(I, € P) =

0, se p>p* (0-afirmacao)

1, se p < p* (1l-afirmacgao)

Tal p* recebe o nome de fungao limiar para P.

(10)

Sobre Notacgao: Sejam f = f(n) e g = g(n). Adoteremo as seguintes convegoes de notagaos:

(1) f<g=f=olg)
(2) f>»g=g=o(f)
(3) f=xg=[f=0(9)

9.1. Continéncia de subgrafos pequenos. Vamos nos focar em calcular a fun¢do limiar para

o propriedade crescente em G(n,p) de conter um grafo H fixo.

Seja H um grafo fixo; e(H) = |E(H)| e v(H) = |V(H)|. Definimos a densisade de H como

-5

Seja #{H — G} o ntmero de inje¢des V(H) — V(G) que preservam arestas, ou seja, o

nimero de homomorfismos injetores. Vamos definir a variavel aleatéria Xg = #{H — G(n,p)}.

Temos:

Xu =) X;
f

onde f : V(H) — V(G(n,p)) itera sobre as injecoes de V(H) em V(G(n,p) e X5 =

1{ é um homomorfismo}

42

Temos:
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E[XH]_E[ZXf]
f
=2 _E[X/]
f

= Z P(f é homomorfismo)
!

807 A probabilidade de uma inje¢ao f ser um homomorfismo é P(f é homomorfismo) = peH) | que
sos € probabilidade de escolhermos todas as arestas "corretamente”.

809 Além disso, temos que |{f é homomorfismo} |= (1)) =n(n — 1)+ (n —v(H) +1). Assim:

e(H)
E[Xy]= (H)U(H)pe(H) = pv(H) pe(H) <n1/d(H)p) (

810 Assim, se nl/d(H)p — 0, ou, equivalementemente, se p < n_l/d(H), temos:

P(H C G(n,p)) = P(Xp > 1) < E[Xp] =< n"p) = o(1)

1/d(H) -~ Contudo, para este p* nio é possivel provar a

811 Isto prova a O-afirmacio para p* = n~
s12  l-afirmagéao.

Tome por exemplo o seguinte grafo:

FiGurA 1. Grafo H de exemplo com v(H) =5ee(H) =7

813

—5/7

814 Temos que d(H) = 7/5. Se tomamos p = p(n) = wn™°/", com w = w(n) — oo (por exemplo,

815 w(n) = nﬁ) temos:

E[Xy] = 0 p)7 =w” — oo
Mas

E|# {K* < G(n.p)}| = ) = o(1)
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para um w suficientemente pequeno, i.e. w = o (nl/21).
Isto é, temos que:
i E[#{K*— G(n,p)}] — 0, mas
ii. E[#{H < G(n,p)}] — o0
Mas P(H C G(n,p)) < P(K* C G(n,p)) = o(1).

Este resultado pode parecer paradoxal, mas considere por exmplo o grafo abaixo:

FIGURA 2. Grafo com muitas cépias de H mas apenas uma de K*

H4 6 homomorfismos diferentes de H para este grafo, mas apenas um de K*. Ou seja, nao
necessariamente um grafo com muitas copias de H terd muitas copias de K*. Como a esperanca
é uma média, alguns grafos que possuam muitas copias de H podem "enviesar'a esperanca de
Xp. Isso serve para ilustrar que nao é contraditério a esperanca de G(n,p) conter H ir para o
infinito, mas a de conter K* nao.

Vamos definir m(H) = max{d(H') : H' C H,v(H') > 0}. Por exemplo, para o grafo H da
Figura 1 temos que m(H) = d(K*) = 3/2.

Definicao 54. Dizemos que um grafo G é balanceado se m(G) = d(G).

1/d(H

Teorema 55. (Erdos-Rényi '60) Seja H um grafo balanceado. Entio p =n~ ) € fungio

limiar da propriedade {G(n,p) contém H}.
Teorema 56. (Erdos-Rényi / Bollabds '81) A funcao limiar da propriedade P = Py =
{H C G(n,p)} ép*=mn"1/mH).

Apresentaremos uma prova deste teorema devida a Rucinski e Vince, mas antes precisamos

de um resultado sobre a variancia Var [# {H — G(n,p)}].

Definimos:
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Py =Py (n,p) =min{E[#{H < G(n,p)}|: H C H,e(H') > 0}

Como temos E [# {H' < G(n,p)}] < n*@)pe) | vamos ter

Oy = min n”(H/)pe(Hl)
H'CH,e(H")>0

837 Lema 57. Seja H com e(H) > 0. Entao

Var[#{H = G(n,p)}] < (1—p) Y, n>Uo)p2eH)=eli)
H'CH,e(H")>0

=(1-p) ~max (E[#{H < Gnp)})?*/E[#{H < G(np)}]

H'CH,e(H')>0

= (1=p)E[#{H = G(n,p)}])*/®n

Demonstragao. Temos

Var [#{H < G(n,p)}] = ZZCOU(XJC,X})
ff

838 Se f(E(H))N f'(E(H)) =0, entdo X e X} sdo independentes e Cov(Xy, X}) = 0. Entao
830 podemos nos restringir apenas aos casos em que f(E(H)) N f'(E(H)) # 0. Denotando por
ss0 H":= f(E(H))N f'(E(H)), temos:

Var [#{H — G(n,p)}] = ZZCOU(XJC,X})
rr

- Z 20 (H)—v(H") (pze(H)—e(H") _ er(H)>
H"CH,e(H")>0

_ n?v(H)—v(H”)er(H)—e(H”) (1 _ pe(H”))
H"CH,e(H")>0

QU(H)—U(H”)er(H)—e(H”)

=(1-p) n
H'"CH,e(H")>0

=(1-p) max (E[#{H < G(n,p)}])*/E[#{H — G(n,p)}]

H'CH,e(H")>0

= (1= p)E[#{H = G(n,p)}])*/2n O

841 Agora podemos apresentar a prova do Teorema 56:

sa2  Demonstragao. (Devida a Rucinski e Vince, '85)
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—1/dH) < p=t/mH) o ja vimos que quando p < n~/dH) temos que

843 Como temos que n
gas P(H C G(n,p)) — 0, ja provamos a 0-afirmacdo para este p*. Precisamos, portanto, provar
845 apena a l-afirmacao.

846 Para provar a l-afirmacdo podemos usar o método do segundo momento. Seja Xy =

sar #{H — G(n,p)}; temos:

Var [XH]
(E[XH])?

Pelo Lema 57 temos que Var [X ] =< (1 — p)%. Entao temos que

P(Xg =0) <P(|[ Xy —E[Xg] = E[XH]) <

1—
P(Xy=0)< -2
Qp
848 Como ¢y = (nil/m(H)p)C, onde ¢ depende de H mas nao de n e p > n~/™H) temos que
g9 1/®p =o(1).
850 Logo, se p > n~Y™H) P(G(n,p) € Pg) =P(Xy > 1) — 1 conforme n — oc. O
gs1 9.2. Continéncia de subgrafos pequenos em G(n,p). *°
852 Lembremos que m(H) é a razao entre o nimero de arestas e o niimero de vértices no subgrafo
853 mais denso de H, isto é,
J

m(H) = max {ijJ; J C Hoo(J) > 0} . (11)

854 Pela desigualdade de Chebyshev (Teorema 45), temos que
Var(Xpg)
P(Xyg=0 < —o—"2. 12

855 Para provar a l-afirmacio no Teorema ??, queremos mostrar que Var(Xpy) /E(Xg)? = o(1).

gs6 Lema 58. Seja H um grafo fixo com e(H) > 0. Sdo equivalentes:
857 (i) np™H) - oo;
858 (ii) n*pel) - oo para todo J € H com v(J) > 0;

8 (iii) E(X ;) — oo para todo J C H com v(J) > 0;

o
©

860 (iv) @y — oo.

gs1  Prova. De (11) e porque p < 1, vale que np™) < npe))/*(J) para todo J ¢ H com v(J) > 0.

(1) 5 o se, e somente se, n?V)pe()) = (ppet)/v())el)) _ 6 para todo J € H com

862 Logo, np™
gs3 v(J) > 0. Assim, (i) e (ii) sdo equivalentes. Como E(X ;) = n*D)pe()) temos que (ii) equivale

5Notas produzidas por Victor Portella e Gabriel Barros
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a (iii). Pela defini¢ao de @, (iv) equivale a E(X ;) — oo para todo J C H com e(J) > 0; isto

equivale a (iii) (o caso v(J) > 0 e e(J) = 0 é trivial: n*(Y) — 0o quando n — co). O

—1/m(H)

Prova da 1-afirmacdo no Teorema ??. Temos que p > p =n equivale a nt/mH)p —

(np™ENYmH) 5 o6 que, pelo Lema 58, equivale a ®5 — co. Assim, por 12 e pelo Lema ??,

P(Xy =0) < m = O(1/®y) = o(1). O

Uma observagao final é que pode-se mostrar que P(H <+ G(n,p)) < exp(—O(Ppy)) (o que

vimos é que P(H 4 G(n,p)) < O(1/®y)) (veja [7]).

9.3. Conexidade. Aqui P = {G(n,p) conexo}. Temos que p{®***° = (Inn)/n é fungao limiar

para conexidade. Provaremos um resultado bem mais forte.
Teorema 59 (Erdés e Rényi, 1959 [?]). Seja p = p(n) = (Inn + a(n))/n. Entdo,

0 sea(n) — —oco
lim P(G(n,p) é conexo) =

n—oo
1 sea(n)— oo

Prova. Comecemos com a prova da 0-afirmacdo. Seja X o niimero de componentes com k

vértices em G(n,p). Em particular, X; é o nimero de vértices isolados em G(n,p). Temos que
E(Xl) — n(l o p)n—l O ne—(lnn-i—a) — o @,

Queremos provar que P(X; = 0) = o(1). Temos que a v.a. X;(X; — 1) conta os pares ordenados

de vértices isolados distintos, e

E(Xi1(X;—1)=n(n—-1)(1 _p)2(n71)71

1—-p
< E(X1)*(1+ 2p). [para p < 1/2]

Logo,
Var(X1) = E(X1(X1 — 1)) + B(X1) — E(X1)?

< B(X1)%(1 + 2p) + B(X1) — B(X1)?

= E(X;)? <2p + E&Q)) = o(E(X1)?).
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Assim,
Var(X1 )

P(G(n,p) é conexo) < P(X; =0) < B(X))2 = o(1),

872 e estd provada a O-afirmagéao.

Agora consideremos a l-afirmacao. Temos que

P(G(n,p) é desconexo) < P(X}, > 0 para algum k < n/2) < Z P(X; > 0)
k<n/2

P(X) >0) < Z P(S é componente de G(n,p)) < (Z) (1 — p)kn=F),
ScV,|S|=k

Logo,
‘ n k(n—k)
< —
P(G(n,p) é desconexo) E <k> (1-p)

1<k<n/2

A seguir, dividimos o somatério em duas partes e mostramos que cada uma delas é o(1):

SO o

1<k<n3/4 1<k<n3/4

= Y (kl'exp(l-a+k(nn+a)/n))F

1<k<n3/4

Z (exp (1 —a+n"Y*(Inn + a)))*
1<k<n3/4

IN

<Y (exp(1+ (Y = Da+n Y nn))k
k=1

exp(l—l—(n_1/4— 1)oz—|—n_l/4lnn) fpara n > o]
= ra n n
1—exp(1+ (n—7*— Da+n4nn) para Tt = 1o

=o(1).
> (Z) 1-p)® < N (klexp (1 —a+k(lnn +a)/n))*
n3/4<k<n/2 n3/4<k<n/2
k
< Z <n73/4exp (1—a+%(lnn+a))>
n3/4<k<n/2
= X (exp(1-fhn—ja))*
n3/4<k<n/2
< (Ln—n¥4 (eX 1—tlnn-1 e/t
> \2 p(l-glnn—3a))
=o(1).
873 Portanto, IP(G(n,p) é desconexo) — 0 quando n — oo e a(n) — oo, e estd provada a
s74 1-afirmacao. O
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§10. PROBABILIDADES EXPONENCIALMENTE PEQUENAS

10.1. Um problema geométrico. Para z,y, z € R? distintos'®, denotamos por zzyz € [0, 7]

o menor angulo formado pelos vetores x — y e z — y. Para todo d € IN, defina
fes(d) = max{|S|: S ¢ RY tal que Zzyz <V Va,y,z € S distintos}.

Definimos f<y(d) de forma analoga. Um problema interessante é o de determinar o valor
de f<r/o(d). Erdés [9] conjecturou que f<r/o(d) < 24 para todo d € IN, que mais tarde foi
provada pro Danzer e Grinbaum [4] de forma bem direta. Nessa segdo, estamos interessados
em investigar cotas para f.,/(d), que apesar de sua formulacdo ser levemente diferente a
de f<r/2(d), parece ser um problema mais complicado.

E facil ver que fer2(1) = 2. Além disso, temos que f.r/2(2) = 3. Para ver isso, seja S C R?
um conjunto de 4 pontos distintos. O caso onde o fecho convexo de S é uma reta é trivial. Caso
o fecho convexo de S seja um tridngulo, existe algum ponto de S que nao é vértice desse mesmo
triangulo, e assim formard um angulo de tamanho pelo menos 27/3 com dois dos trés vértices
da casca convexa de S. Agora, caso a casca convexa de S seja um quadrilatero, temos que um
dos angulos internos desse quadrildtero é pelo menos 7 /2, pois sabemos que a soma dos dngulos
internos de um quadrilatero é 27. Por ultimo, note que f /2(2) > 3, pois podemos escolher um
conjunto de 3 tais que formem um triangulo acutangulo. Croft mostrou em [3] que f.;/2(3) = 5.

Dados esses exemplos iniciais, a seguinte conjectura feita por Danzer e Griinbaum parece valer.
Conjectura 60. Para todo d € N, vale que for/2(d) < 2d — 1.

O seguinte teorema mostra, de forma surpreendente, que a conjectura é falsa, isto é, f_ /Q(d)

cresce muito mais rapido que 2d.

Teorema 61 ([8]). Para todo d € N,

d
ferya(d) = E (\%) J = 0.5(1.154...)%].

Demonstragdo. Sejam m = {1/2(2/3)% exry,...,Tom €y {0,1}? independentes. Vamos primeiro

provar a seguinte afirmacao:
Afirmacéo 62. Sejam z,y €y {0,1}¢ independentes e ¥ = £x0y. Entdo, ¥ < 7/2 e

P(ﬁ:gouxzoouy:o):G)d. (13)

16Notas produzidas por Victor Portella e Gabriel Barros
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Note que 0 < (z,y) = ||z||||y]| cos ¥, o que j& mostra que ¥ < 7/2. Além disso, vemos que o
evento em (13) acontece se e somente se (x,y) = 0, o que equivale a supp(x) Nsupp(y) = 0. Ou
seja, para todo ¢ € [d], temos 3 possibilidades: ou z; =y; =0,ouz; =1ley; =0,ouz; =0
e y; = 1. Esse tltimo evento claramente acontece com probabilidade (3/4)?. Isso termina a
prova da afirmacao 62.

Com isso, temos que

ml\ ©J,k distintos, e Xxjr;xy = m/2
E(#{(z’,{j,k}>e[2m]x([22 ) co })

ou x; =T; OU T = T4

d 3 d d (14)
) () o
onde a ultima desigualdade vale pois,
4m3<3>d <m <= m? < <4>d1 = m < <2>d1.
1) = =\3) 1 =\V3/) 2
Portanto, existem 2m pontos i, ..., T2, € {0,1}¢ tais que o nimero de pares (i,{j,k}) €

[2m] x ([2;1]) com 14, j e k distintos tais que xjz;x, = 7/2 ou x; = x; ou 3, = x; é menor ou igual
am. Fixe tal cole¢do de 2m pontos e denote-a por X. Remova de X os pontos z; tais que (i, {7, k})
tem a propriedade ji mencionada, para algum par de inteiros distintos j, k € [2m]\{i}. Sobram m

pontos, o que prova que f./o(d) > m. O

Resultados recentes sobre esse problema foram obtidos em [13].

Observagao 63. Podemos modificar a prova acima para provar um limitante inferior levemente

melhor. Para isso, basta escolher 3m pontos com

- 43]

Conseguimos provar com esses valores a desigualdade de (14), e assim provamos que f./o(d) >

2m.

Relacionado a esse problema, é possivel provar que, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que for/zqe(d) > (1 + §)?. Tal resultado é interessante, pois sabemos que fera(d) < d+ 1.
Para ver esse ultimo fato, basta ver que quaisquer 3 pontos formam um angulo de tamanho pelo
menos 7/3. Portanto, os conjuntos levados em conta no calculo de f<, /3(d) sdo os conjuntos de
pontos tais que todo trio de pontos distintos forma um angulo de tamanho /3, ou seja, tais
pontos sdo equidistantes. Por fim, é possivel provar que um conjunto de pontos equidistante é

afim independente.
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923 10.2. Cotas para a distribui¢do binomial. Seja X uma variavel aleatéria e seja p € [0, 1].
924 Dizemos que X tem distribuicdo de Bernoulli se P(X = 1) =peP(X =0) =1—p.
925 Nesse caso, escrevemos X ~ Be(p). Seja n € IN. Dizemos que X tem distribui¢cdo binomial
92 se X =1, X;, onde Xy,...,X, sdo varidveis aleatérias independentes tais que X; ~ Be(p).
927 Nesse caso, escrevemos X ~ Bi(n,p). No resto desta se¢ao, X ~ Bi(n,p) é uma variavel aleatéria

928 fixada. Além disso, ponha
n
uw=IEX)=mnp e o? =var(X) = Zvar(Xi) =np(1l —p).
i=1

929 Pela desigualdade de Chebyshev (Teorema 45),

var(X)

vt > 0.

930 Assim, se t = ao = ay/np(l — p) para algum « > 0, entao

1
P(X —p[=1) < —
@
931 De forma similar, se t = eu para algum ¢ > 0, entao
np(1—p) _ 1
P(X —pul>t) < —7- < —.
(X —nlzn <™ < o

9322 10.2.1. Cotas exponenciais. Um fato interessante sobre a distribui¢do binomial é que existem
933 cotas que decrescem de forma exponencial para diversos eventos envolvendo varidveis que possuem

934 tal distribuicdo. Algumas cotas simples sdo

935 (DPX=0)=(1-p"<eP=ek,

936 (2) para todo t > 0 inteiro, vale
ny 4 en\t , ep\t
PX =< (V)< ()= (7)),
t t t
937 onde a primeira desigualdade corresponde a cota da unido considerando que o evento { X >
938 t} pode ser escrito como

U{Xi = 1 para todo i € T'}.
TC[n]:|T|=t

039 Note que, se t = cep para ¢ > 1, entdo P(X >¢t) < ¢t
940 Muitas vezes, estamos interessados em limitar a probabilidade de pequenos desvios do valor

941 de X com relagdo a sua esperanga. Usando a desigualdade de Markov (Teorema 44),
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(1) para todos u >0et >0,

E(e"X)
_ uX w(p+t)
P(X>u+t)=P"* >e )Seu(u-%t)'
(2) para todos u <0et >0,
_ E(e"X)
— 1) = uX u(p—t)
P(X <pu—t)=P"* >e ) < D)

Usando que X = > | X;, onde Xjy,..., X, sdo independentes com X; ~ Be(p), temos que

n n

E(e"X) = E(H euXiy = H E(e"X) = (1 — p + pe*)".

Seja t € [0,n — u). Entao,

Escolhendo u € R tal que

obtemos

Teorema 64. Defina ¢:R — R pela formula

I+x)In(l+x)—2 sex>-—1,
o(z) = Vx € R.

—00 sex < —1,

Seja X ~ Bi(n,p), e ponha p = np. Entao, para todo t > 0, vale

42
P(X > p+1t) < exp{—pup(t/u)} < exp{M}

)
P(X < p—t) < exp{—pp(-t/p)} < eXp{QZ}-

52

(15)

(16)

(17)
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— pp(t/p) — (n — pw)e(=t/(n — p))

()5
oo () - )

() )0 m(525) )

7
_ (u—i—t)ln(,u'u t) —i—(n—u—t)ln(n—'u)

_.|_

Portanto, por (15),

P(X > j+1) < exp{—pe(t/n) — (n — p)p(—t/(n— )}, Ve [0,n—p).

Tomando X’ =n — X ~ Bi(n,p) e pondo p/ = E(X’) =n — u, temos

P(X <p—t) =P(X' =y +1t) <exp{—pp(—t/p) — (n — po(t/(n— )}, Vte[0,p).

Assim, as primeiras desigualdades em (16) e em (17) seguem do fato de que p(z) > 0 para
todo x. Nao provaremos as segundas desigualdades em (16) e (17) (consulte [15, 16, 19], por

exemplo). O

Corolario 65. Seja X ~ Bi(n,p), e p = np. Entdo,

(i) para todo 0 <e <3/2, P(X > (1+¢)u) < exp{—%ezu}; e
(ii) para todo e >0, P(X < (1—¢)u) < exp{—%e%u}. O

Algumas referéncias sobre desvios sao [15, 16, 19].

§11. IMERSAO DE ARVORES

Sejam t, to, t1, A, Ag e A; inteiros fixos. Seja T' uma arvore. Se |[V(T)|< t e A(T) < A,
dizemos que T é uma (t, A)-drvore. Se é dada uma biparticao fixa V(T') = Vo UVy de T e, para

i€ {0,1}, |Vi|< t; e max{dr(v) : v € V;} < A;, dizemos que T" é uma (tg, Ao; t1, A1)-drvore.

Teorema 66 (Haxell e Kohayakawa, 1995 [?] (variante de Friedman e Pippenger, 1987 [?])).
Sejam 1 < Ay < t1 el <Ay <ty inteiros fizos, e seja B = (U, W; E) um grafo bipartido. Se B
é (2t1/ Ao, 200; 2tg/ A1, 2A1)-expansor, entao B contém toda (to, Ao;t1, Ar)-drvore. O

Aplicagoes do Teorema 66 (esbogos):
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(1)

(3)

Seja w = w(n) — 00, e p=p(n) = (wlnn)/n. Entdo, quase todo G = G(n,p) contém

toda ((1/8 + o(1))n,Inn)-drvore.

Prova. Queremos aplicar o Teorema 66 de modo que B seja algum subgrafo bipartido
de G, Ag=Ay=lnnety=1t; =(1/8+ 0o(1))n.

Notemos que, para todo v € V(G), dg(v) ~ pn. Consideremos uma particao {U, W'}
de V(G) tal que as arestas com um extremo em U e o outro em W constituem um corte
maximo. Seja B o grafo bipartido com biparticao V(B) = U UW. Para todo u € U,
temos que |I'p(u)|= [T'g(u) NW|> dg(u)/2, e portanto |I'p(u)|= pn/2. Logo, |W|z n/2.
Analogamente, |I'p(w)|z pn/2 para todo w € W, e |U|Z n/2.

Pelo Teorema 77, podemos e vamos supor que G é fracamente (p,e3/ 2\/a)—bijumbled,
onde d = pn. Logo, pelo Teorema ??, para todo 1 > 0 e para f = min{d, (naoe=3/2)2d},
temos que B é ((1 —n)o|W|/f, f,(1 —n)o|U|/f, f)-expansor, com o« ~ 1/2 e g ~ 1.

Temos que f > 2A¢ = 2A1 = 2Inn, para n suficientemente grande. E temos que

(L—meW| (1—nW]|

f f
_ -
- 2A¢
<2 fpois U]z /2.
Assim, (1 —n)o|W|/f <2t1/Ag = (1/4+ o(1))n/Ay se tomarmos 1 = o(1). O

Para todo inteiro A, existem C, c tais que, se p = p(n) = C'/n, entdao G(n,p) g.c. contém

toda (cn, A)-drvore.
Prova. Remova os vértices de grau pequeno e argumente como em 1. ([

[Resiliéncia] Denotamos por G —3 H a seguinte propriedade de G: para todo subconjunto
de arestas F' C F(G) com |F|> B|E(G)|, G[F] 2 H.

Para todo inteiro A e todo [, existem C,c tais que, se p = p(n) = C/n, entdio
g.c. G(n,p) —3 T para toda (cf*n, A)-drvore T.
Prova. Seja G = G(n,p). Seja F C E(G) com |F|> B|E(G)|, e G' = G[F]. Remova de

G’ os vértices de grau < fpn/4 e argumente como em 1. O

Esses resultados ja sdo interessantes para caminhos. O size-Ramsey number de um grafo H é
definido por re(H) = min{|E(G)|: G — (H)2}. Outras notagdes encontradas na literatura séo
#(H) e 7(H). No final da década de 70, ErdSs considerou a questdo sobre determinar/estimar

ro(PY). E fato que ro(P?) < (T(?)). Beck [?] provou que re(P!) < 900t = O(t). Mais
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recentemente, Dudek e Pralat [?] provaram que 7.(P') < 137t, e Letzter [?] mostrou que
re(P') < 91t. Quanto a limitantes inferiores para ro(P"), Beck [?] provou que re(P?) > (9/4)s,
e Bollobas [?], que re(P!) > (1 +/2)s — 2.

Consideremos agora caminhos longos em G(n,p). Dado um grafo G, um buraco bipartido é
um par (U, W) tal que U, W C V(G), UNW = & e nao ha aresta com um extremo em U e o

outro em W. Um buraco bipartido é balanceado se |U|= |W|.

Lema 67 (Dudek e Pralat [?]; Pokrovskiy [?]). O conjunto de vértices de qualquer grafo G pode

ser particionado em um buraco bipartido balanceado e uwm caminho.

Prova. Consideremos pares (@, (X,Y)) tais que @, X e Y constituem uma parti¢cao de V(G),
(X,Y) é um buraco bipartido e @ é um caminho em G — (X UY"). Notemos que (&, (V(G), 2))
é um tal par. Escolha (@, (X,Y)) tal que (1) max{|X]|,|Y|} é minimo e, (2) valendo (1), Q é o
mais curto possivel. Afirmamos que tal escolha funciona, isto é, | X|= [Y].

Suponhamos o contrario. Sem perda de generalidade, |X|> |Y|. Temos que V(Q) # &,
pois, caso contrario, podemos obter outro par (Q’,(X’,Y)) movendo algum = € X para Q,
e isto contradiz a escolha de (@, (X,Y)). Seja ¢ uma ponta de (). Se existe z € X tal que
{¢,z} € E(QG), entdo obtemos outro par (Q',(X’,Y)) removendo z de X e o acrescentando a Q.
Mas isto também contradiz a escolha de (@, (X,Y)). Logo, ndo hé aresta com extremo ¢ e o
outro em X. Assim, podemos obter outro par (@', (X,Y”)) removendo ¢ de @ e o acrescentando

a Y, uma contradi¢do com a escolha de (@, (X,Y)). O

Prova alternativa. Fazemos uma busca em profundidade em G e, em cada passo dessa busca,
é construido um par (@, (X,Y)) tal que, como na prova anterior, @, X e Y constituem uma
parti¢do de V(G), (X,Y) é um buraco bipartido e @ é um caminho em G — (X UY).

No inicio, antes de visitar o primeiro vértice, temos (&, (V(G), @)), e, ao final de cada passo,
Q@ ¢é o conjunto de vértices na pilha, X é o conjunto de vértices explorados (ou seja, vértices
que nao estao na pilha mas ja estiveram na pilha em passos anteriores) e Y é o conjunto de
vértices nao visitados (ou seja, vértices que nao estdo na pilha nem estiveram na pilha em passos
anteriores). Pelas propriedades da busca em profundidade, em todo passo, @, X e Y constituem
uma particdo de V(G), (X,Y) é um buraco bipartido e @ é um caminho em G — (X UY'). Como
cada vértice eventualmente é inserido na pilha e eventualmente é removido da pilha, em algum

passo, | X| =Y. O
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Consideremos a questao sobre quantos vértices tem o maior buraco bipartido balanceado em
G(n,p). Seja p = C/n para alguma constante C' > 1, e t = 2C~ (1 +In C)n. Seja X o nimero
de buracos bipartidos balanceados (U, W) com |U| = |W| =t em G(n,p). Temos

E(X) < (2)2<1 ) < () (mjm)) = o(1).

Portanto, pelo Lema 67, vemos que qg.c. o caminho mais longo em G(n,p) é maior ou igual

a (1—4C~1(1+1nC)).

Teorema 68 (Ajtai, Komlés e Szemerédi, 1981 [?]). Existe fungio « : (1,00) — (0,1) com

limeoo @(C) =1 tal que g.t. G(n,C/n) contém um caminho de comprimento a(C)n.

Obs.: Relacionando o Teorema 68 com o que provamos imediatamente antes, vemos que

mostramos a existéncia de uma a : (Cp, 00) — (0,1) (Cp deve ser tal que 1—4C; ! (1+1n Cp) > 0).

56 2018/3/4, 4:39pm



1034

1035

1036

1037

1038

1039

1040

1041

1042

1043

1044

1045

1046

1047

1048

1049

1050

1051

1052

1053

1054

1055

1056

1057

Parte 3. O METODO DA REGULARIDADE
§12. DEFINIGOES E RESULTADOS INICIAIS

Fixe !” um grafo G = G". Para U,W C V = V(G), escrevemos

e(U, W)
d(U,W) := GGE

O lema da regularidade de Szemerédi garante a existéncia de uma particdo do grafo em um

nimero limitado de partes “uniformes”, que chamamos de pares e-regulares.

Definigao 69. Seja 0 < € < 1, e suponha que U W C V sdo dois subconjuntos disjuntos e

ndo-vazios dos vértices de G. Dizemos que o par (U, W) € e-reqular se
(U, W') —d(U,W)| <e,
para todo U' CU e W' CW com |U'| > e|U| e |W'| > e |W]|.

Definicao 70. Dados 0 < e <1 e k > 1, dizemos que uma particio Q = (C;)o<i<i de V é
(e, k)-balanceada se

(1) |Co| < en.

(2) |Ci] = - = |Gkl

Chamamos Cy de classe excepcional de Q).

Definicao 71. Dizemos que uma particao (e, k)-balanceada Q de V' é e-regular se pelo menos

(1-— 5)(5) dos pares (C;,C;) € e-regular, onde 1 <i < j <k.
O lema da regularidade de Szemerédi é como segue.

Teorema 72 (Regularidade). Para todo e > 0 e kg > 1 existem Ko = Ko(e, ko) e No = Ny(e, ko)
tais que todo G = G™ admite uma partigio (e, k)-balanceada e e-reqular para algum k satisfazendo

ko <k < Kjy.

Observagdo 73. Seja B = (U, W; E) tal que |U| = |[W| = m e |E| = |pm?], onde p é uma
constante fixa. Afirmamos que quase todo B dessa forma define um par e-regular.
Mais precisamente, fixe € > 0 e p > 0, e defina:
o BUW;M):={B=(UW;E):|E|=M}
e R(UW;M):={BeB(UW;M): (UW) é par e-regular em B}.

1TNotas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Sales
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Se M = M (m) é tal que M/m? =% p_ entdo

s M
XA )]

= 1.
m=oo |B(U, W; M)

Observacao 74 (Papel de k). Primeiramente, note que toda partigdo (e, 1)-balanceada é
e-regular. No entanto, esse caso nido nos da informacéo sobre as arestas incidentes a Cy e arestas
dentro de (. Seja @ uma particdo (g, k)-balanceada de G com k > ky. Note que o nimero de

arestas incidentes a Cy é no maximo en?. Ademais, o nimero de arestas dentro das partes C; é

() =0 3)

Portanto, o niimero de arestas “indesejadas” é no maximo

in—!—nQ
Fo \ 2 en”.

Tomando-se kg grande o suficiente, e € pequeno o suficiente, esse nimero pode ser suficientemente

no maximo

desprezivel.
Em certas aplicagbes ¢é 1til a seguinte variante do lema da regularidade, que dispensa a classe
excepcional.
Teorema 75 (Variante do lema da regularidade). Para todoe > 0 e ky > 1, existe Ko = Ky(e, ko)
tal que todo grafo G = G™ admite uma particio (C)1<i<k de V(G) tal que
(1) ko <k < Ko
(2) [n/2] <|Ch| <... <|Ck| < [n/2]

(3) Pelo menos (1 —¢) (%) pares (Ci, C;) sdo e-regulares.
§13. APLICACOES

13.1. Grafos k-universais.

Definicdo 76. Seja G = G™ um grafo, e 0 < ~,0,0 < 1 numeros reais. Dizemos que G €

R(v,9,0) se para todo S CV = V(G) tal que |S| > yn temos e(S) = (o + 01(6))(@).

Definigao 77. Dizemos que G € k-universal se G contém todo grafo de ordem k como subgrafo

induzido.

Fato 78. Fixe k > 1, e sejam 0,~,0 nidmeros reais tais que 0 < <1, 0<y<1lel0<o <.
Seja M = M(n) = |o(3)]. Entdo
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(1) quase todo G(n, M) é k-universal.
(2) quase todo G(n, M) € R(~,d,0). O

Nas préximas aulas, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 79. Para todo k> 1,0< 0 <1e0<d<min{o,1—0c}, existemy >0 eng € N

tais que todo G = G"™ € R(v,0,0) com n > ngy € k-universal.

Iremos precisar do seguinte fato, e de uma versao do lema da imersdo, que também serao

provados na proxima aula.

Fato 80. Seja (U, W) um par e-regular com d(U,W) = o. Temos que
{ue U dw(u) = (0+2) W[} > (1— 20|01,

onde dy (u) := |I'(u) N W].

Para o lema da imerséo, precisaremos da seguinte defini¢ao. Diremos que G € P(k,l, 3,¢) se
V = V(G) admite particio V = B U... U By, tal que
(1) |Bi| = para todo i;
(2) todos os pares (B;, Bj) com 1 < i < j < k sao e-regulares;
(3) B <d(B;,B;j) <1—p.

Lema 81 (Lema da imersdao). Para todo 0 < < 1/2 e k > 1 existem ¢, = e(k,3) > 0 e

Iy = l(k, B) tais que, se G € P(k,l,,¢), onde 0 < e < e el > li, entao G € k-universal.
Demonstracio do Teorema 11. ' Considere ¢’ € R tal que
Ly Loy
0<§—(5 SU—6§U+(5§5+5.

Entéo [0 — 6,0 + 0] C [1/2 —¢',1/2 4+ §']. Com tal §’, basta considerar o caso onde o = 1/2.
Ponha 8 = 1/2—¢’. Podemos supor que k > 3/(, pois a afirmagdo do teorema com tal suposi¢ao

implica a afirmagao para valores arbitrarios de k. Tome

1
8_{2R(k,k,k)’€k}’

onde ¢, = ¢ (k, /2) é dado pelo Lema da Imersio, e R(k, k, k) é o nimero de Ramsey para K*

e 3 cores.!? Ponha kg = 2R(k, k, k), e sejam Ko(ko, <) e No(ko, <) as constantes fornecidas pelo

18Notas produzidas por Victor Portella e Marcelo Campos

Brsto é, R(k,k,k)={N € N: KN (Kkka7Kk)grestas}.
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Lema da Regularidade quando usado com as contantes kg e € que definimos. Tome

1
No = maX{No(koaé)y HKo(koye)lk},

onde Il = lx(k, 3/2) é dado pelo Lema da Imersao. Finalmente, tome

(1—-e)k

7= KO(k07€) ‘

Terminamos assim de definir todas as constantes necessirias para a prova do teorema.

Seja G = G™ € R(v,40’,1/2) com n > Ny. Vamos provar que G é k-universal. Pelo Lema
da Regularidade, existe particio e-regular {C;}!_; de V = V(G) com ko < t < Ko(ko,e).
Seja | = |C1] (note que [ = |C;| para todo i € [t]). Defina o grafo reduzido F sobre [t],
onde {i,j} € E(F) se e somente se (C;,C;) é e-regular. Assim, pela definicao de particao e-

regular, temos e(F) > (1 — 5)( ). Como ¢ < W

t 2R(k, k, k) — 1\ 2
)>(1— > (=S T )
- 2Rk:l<:lc) =\ 2R(k,k,k) )2
o (2R(kk k) — t2_ L1 t*
" 2R(k,kE) )2 R(k,k,k)) 2
t2
1-— —.
>( kkk )2

Assim, como t > 2R(k, k, k), pelo Teorema de Turdn temos que K C F, onde R = R(k,k, k).
Sem perda de generalidade, suponha F[{1,..., R}] & K. Defina a coloracio cor: ([g}) —

{1,2,3} pela seguinte regra para todos i, j € [R] distintos:

o con({i,j}) = 150 d(Ci,C;) < /2,

e cor({i,j}) =2se /2 < d(C;,C;j) <1—-p3/2,

e cor({i,j}) =3sed(C;,C;) >1— /2.
Pela definicio de R(k, k, k), existe K* C F[{1,..., R}] monocromatico. Sem perda de genera-
lidade, suponha que F[{1,...,k}] é monocromatico de cor a € {1,2,3}. Vamos agora provar
que

a=2. (18)

Ponha S = C; U... U C. Usando as propriedades da particio {C;}{_; dada pelo Lema da
Regularidade,

k —e)n
81 = Y10 =k 2 kI g
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1123 Portanto, como G € R(v,4d,1/2),

d(s) € [3,1- 5/2). (19)

1124 Suponha que @ = 1. Como ja vimos, o niimero de arestas de G[S] com ambas pontas em

125 algum C; (com i € [k]) é no méximo %('g') Portanto,

e(S 1 K
d(S) = |(§|):|§(Ze Y+ Y (G Cy) )

) =1 1<i<j<k

1 C;
- (|2|>d<0>+ > 1Gil[051d(Ci.0y)))
2) 1=1 1<i<j<k
1 & <|cz»|) 3
< o + [ehltefi=
(2 () + 2 wely)
1 8 _B B 5
SE+§§§+§ f<,3,

126 0 que contradiz (19). Suponha agora que o = 3. De forma semelhante, temos que

1127

1128

1129

1130

1131

1132

1133

1134

k
a(s)y = ) _ (Z (C)+ Y elCiCy))
2

) 1<i<j<k

(|5|
1
> oo Z ‘CZ‘HC]"CZ(CZ',C]‘)
1<j

( g ) 1<
> X eliel =t ()
0200902
—1—5B+ﬁ;21—55>1—5,

o que contradiz (19). Isso termina a prova de (18).
Como a = 2, podemos aplicar o Lema da Imersao em G[Cy U ... U C%], concluindo que G

é k-universal. O

Enunciaremos agora, sem prova, duas outras aplicagoes ilustrativas do método da regularidade.
O primeiro é uma generalizagdo do Teorema de Turan, resultado conhecido como Teorema de

Erdoés-Stone.

Teorema 82 ([11]). Para todo grafo H e para todo € > 0, existe ng € N tal que, para todo

grafo G = G™ com n > ng, vale que se

e(G) > (1—X(Hl)_1+€> (Z)
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1142

entdo H é um subgrafo de G.

A segunda aplicagdo é conhecido por Teorema de Ramsey Induzido. Sejam dados grafos G
e Hy,...,H,. Escrevemos GH(H 1,...,Hy) se vale o seguinte: para qualquer coloragao das
arestas de G com cores 1,...,r, para algum 1 < ¢ < r, um subgrafo induzido H de G isomorfo
a H; tem todas suas arestas coloridas com a cor i. Isto é, existe U C V(G) tal que o subgrafo H =
GlU] = (U, (g) N E(G)) induzido por U em G é isomorfo a H; e todas as arestas em (g) NE(G)

estao coloridas com a cor 7.

Teorema 83 ([5,7,22]). Para toda escolha de grafos Hy, ..., H,, existe um grafo G tal que

G4 (Hy, ... H,).
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Parte 4. ...

§14. REVISAO

20 aqui discutir duas aplicacoes de andlise harmonica em combinatéria. Para isto,

Iremos
vamos primeiro recapitular as ferramentas que serdao usadas. Seja G um grupo abeliano finito.
Temos que G ¢é isomorfico a soma direta de diversos grupos ciclicos, ou seja, existem k e n;, com

i€{l,...,k} en; > 2 para todo i, tais que
G= EB?:IZTH (20)

Esta caracterizagdo dos grupos abelianos finitos nos permite simplificar nossa andlise, focando

em grupos ciclicos. Neste contexto, podemos definir os caracteres do grupo como

kg
Xa(z) =€ (Z di l) i (21)

=1 Tu

Os caracteres tem uma estrutura de grupo quando vistos como elementos de C¢; Note que C©
tem uma estrutura de dlgebra, por ser o conjunto de fungoes cuja imagem é um corpo. Iremos
olhar para o grupo multiplicativo desta dlgebra. A relacido deste grupo com o grupo original é

descrita por

Teorema 84. Seja G um grupo abeliano finito, e G o grupo dos caracteres de G, definidos como

na equacdo 21. Vale que

(1) |G|= G|,
(2) A fungio (a v+ xq) € um isomorfismo de grupos,

(8) O conjunto {x.:a € G} é uma base ortonormal de CC.

E natural encarar a transformada de Fourier como uma mudanca de base em C“. Em particlar,

temos que para qualquer f: G — C,

=2 f) &, (22)

xeG
onde 6,(7) = 1 se e somente se i = x. Queremos encontrar coeficientes aéf ), ou, equivalentemente
agf ), tais que
_ ) ¢ _ (a) . 923
f - Z Oég g - Z aa Xa- ( )

ced acG

20Notas produzidas por ... 777
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Para tal, iremos utilizar o fato de que estamos lidando com um espaco euclideano. De acordo
com Teorema 84 (3), temos uma base ortonormal, entao os coeficientes sdo dados pelo produto

interno do espaco. Mais concretamente,

Definicao 85. Seja f: G — C. Definimos f: G — C por

= (ar (£, xa) = Breclf (@)xa(@)].

Temos entao a transformada.

Teorema 86 (Transformada de Fourier). Seja G um grupo abeliano finito. Seja f € C©. Entdo
f= Z f(a’) *Xa-
aceG
Os préximos dois resultados mostram como a transformada se comporta bem com a estrutura

Euclideana. Primeiro, temos que a transformada “quase preserva produto interno”. Formalmente,

Teorema 87 (Teorema de Plancherel). Seja G um grupo abeliano finito. Sejam f,g € CC.

FEntao

<¢f757> = :E:: j?((l) '2§ZE;5-

aceG

Teorema 88 (Teorema de Parseval). Seja G um grupo abeliano finito. Seja f € C©. Entdo
9 N
£ = >_1f(a)*.
aceG

§15. TESTE DE LINEARIDADE

Os resultados aqui apresentados sdo consquéncia do trabalho de Blum, Luby e Rubinfeld

(1993) e Bellare, Coppersmith, Hastad, Kiwi e Sudan (1996).

Definicao 89. Seja f:75 — Zy uma fungao booleana. Ela € dita linear se para todo {z,y} €
(ZQS) vale que

f@+y) = fz)+ fy).
O conjunto de todas as fungoes lineares € denotado L.
Como mencionado, as ferramentas desenvolvidas de andlise harmonica exploram a estrutura

de espago Euclideano. Assim, é interessante expressar as quantias relevantes como distancias e

produtos internos. Nesse sentido, se f, g € C%2, note que
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1f =gl = {f = 9.f — 6) = Baczy | ((2) — 9(2)) (F(@) — 9(2) |
= o 3 1@ — o)

TE€ELY
1
= LY 1f() # 90)] = Paeyzs (F(@) # 0(a).
TEZLY
1184 Denotamos entao d(f,g) = ||f — gHQ. Naturalmente, para qualquer subconjunto S C Z7,

ugs definimos d(f, S) = mingeg d(f,g). Em especial,

d(fa£» ::geg}d(f’g)

1186 ¢ a distancia para a funcdo linear mais préxima de f, e é zero se e somente se f é linear.
1187 Iremos entao supor que f é dada por um ordculo, e queremos minimizar a quantidade de

1188 chamadas do ordculo. Formalmente, vamos procurar um algoritmo A = A; s tal que

1189 (1) Se f € L, entao A(f) = 1.
1190 (2) Se d(f,L) > e, entdo P(A(f) =0) >1—4.

1191 (3) A deve fazer um ntimero de consultas que seja O 5(1).

1102 Iremos supor que A tem acesso a elementos uniformemente escolhidos de Z5.

1193 function TESTALINEARIDADE(f, d, €)

1104 Seja N = N(d,¢) = [%W

1195 while N > 0 do

1196 N+ N—-1.

1197 Sorteia z €,, Z5.

1198 Sorteia y €, Zs.

1199 if f(z+y)# f(z)+ f(y) then
1200 return f nao é linear.

1201 end if

1202 end while

1203 return f é linear.

1204 end function

1205 Note que claramente valem (1) e (3) dos requesitos do algoritmo. Resta demonstrar (2).
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1206 Demonstragio. Suponha que f:Z% — Zs tal que d(f, L) > e. Definimos

q = IP;v,yEuZS(f(x + y) = f(x) + f(y)>

1200 Como f esté distante de £, queremos demonstrar que ¢”, a probabilidade de o algoritmo apenas

1208 testar pares tais que f(z +vy) = f(z) + f(y) é pequena. Em simbolos, temos que

1209 Comegamos com uma mudanca de varidvel. Seja F(z) = (—1)7(*). Note que F é um caractere
1210 se e somente se, para todo par z,y € Zy, vale que F(z +y) = F(x) - F(y). Logo, se F' é um

1211 caractere, temos que

(_1)f(x+y) =F(z+y)=F(z) - F(y) = (_1)f(x)+f(y)_
1212 Por outro lado, se f ¢ linear, segue que

F(z4y) = (-1 = (—1)/@H W) = p(z) . F(y).

1213 Vale entao que F' é um caractere se e somente se f é linear. Ademais, vale que d(f, L) = d(F, Zg)
1214 Tome entdo um a € Z2 qualquer. Por hipétese, vale que d = d(f, x4) > €. Observe que, da
1215 definigdo de distdncia, em d representa a propor¢ao dos casos nos quais F(z) # xq(x). Nestes, o

1216 produto é negativo. Nos demais, é positivo. Assim,

F(a) = (F, xa) = Fuezy [F(:U)Xa(x)] = (1) d+(1—d)-1=1-2d<1— 2.

1217 O mesmo argumento aplicado a definicdo de g garante que, para x,y sorteados de maneira
1218 independente e uniforme em Z7, temos que ¢ é a proporcao dos casos nos quais F(x + y) =

1219 F(x)- F(y). Portanto,

By yeozy [Fx+y)F(@)Fy) =¢ 1+ (1 —-q)- (1) =2¢ - L
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1220

1221

1222

1223

Usando Fourier, a linearidade da esperanca, e a independéncia entre = e y, temos entao

ey (F(x +y)F(z)F(y)) ((ZF xaw+y><ZF )xb(x )(ZF c)xe(y ))
aeG beG ceG

:]Ex’y(((géﬁ(a)xa )(bzép ol )(ZGF Oxely ))

S 3TN F(a)P0)F() By (xa()xs(2) By (Xa(y) X (1))

a€Zy bEZY cELy

=Y Fla (Z E(b (z)xp(z )))( F(o)E, (xa(y)xc(y)))
cEZ

a€Zy bezZy 7
= > F@?| Y F (@)xp(2)) | = Y Fla)*.
a€Zy beZy a€Z?

Como o valor de F'(a) € {—1,1} para todo a € Z%, temos que F'(a)? > 0, e, portanto

29 =1 =Eqy [F(z+y)F(z)F(y)]

=(1-2)|F|*=1— 2.

Segue entdo que ¢ < 1 —e. Assim,

1224 da escolha do valor de N.
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