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Teoria Classica versus Alta Dimensao

Preliminares

A partir de 1950 surge o interesse por dados de alta dimensdo (DAD).
Trabalhos de Rao, Wigner, Kolmogorov, Huber etc.

Nas ultimas duas décadas o interesse em DAD aparece com a analise de
dados extremamente grandes, com dim=0(n) ou maior, em que n =
nimero de amostras.

Em tais casos, a teoria assintética classica pode n3o funcionar.

O desenvolvimnento em DAD tem relagées com MV, otimizagdo, andlise
numérica, andlise funcional, teoria da informag3do, teoria da aproximagao e
teoria de probabildades.
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Teoria Classica versus Alta Dimensao

Preliminares

@ A teoria cldssica em probabilidade e estatistica fornecem afirmacgdes
aplicdveis a uma classe fixa de modelos, parametrizada por um indice n (o
tamanho amostral) que pode crescer.

o O exemplo canénico de tal teoria é a LGN, que garante que a média
amostral fi, de uma v.a X com média p e varidncia finita o2, converge em
probabildade para p, ou seja, [i, € um estimador consistente de .

o Uma afirmagdo mais refinada é dada pelo TLC, que garante que o desvio
re-escalado /n(fi» — p) converge, em distribuicdo, para uma v.a
gaussiana, com matriz de covariancia ¥ =Cov(X;).

o Essas duas afirmagdes tedricas sdo subjacentes a uma grande classe de
estimadores, em parte garantindo sua normalidade assintdtica.
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Teoria Classica versus Alta Dimensao

Preliminares

@ No enfoque classico, a dimensdo d do espago dos dados é suposta fixa.

@ Motivag¢do para DAD: Suponha que tenhamos n = 1000 amostras de um
modelo em d = 500 dimensdes. A teoria que requer que n — co com d
fixa, fornecerd predicoes Uteis?

@ Essa questdo nao pode ser respondida definitivamente sem detalhes
adicionais sobre o modelo sob consideragdo.

@ Alguns fatos essenciais: a) dados aparecendo atualmente tém d = O(n)
ou d > O(n); b) para muitas aplica¢des, a teoria que supde “n grande e d
fixa” falha em fornecer predices lteis; c) métodos classicos podem falhar
dramaticamente em regimes DAD.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: Andlise discriminante linear (LDA)

@ Considere o problema do teste de hipétese binario:

xeRY ~ Py versus x € RY ~ P,.

@ Quandp P; e P, sdo conhecidos, uma regra de decisdo natural é baseada
em limitar (threshoding) a razdo de versossimilhancas log 5?8 Variando
esse limiar permite um balanco entre os dois tipos de erros: decidir por Py

quando P, for verdadeiro e vice-versa.

@ O Lema de Neyman-Pearson garante que essa familia de regras de
decisoes, possivelmente com aleatorizagdo, é 6tima, no sentido que elas
tragam a curva dando o melhor compromisso (trade-off) entre os dois
tipos de erros.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: LDA

@ Suponha, por exemplo, que P; ~ N(u1,X) e P ~ N(u2,X). A
log-verossimilhanga reduz-se a estatistica linear

Jr
WU(x) = < 5T (X o uz)>
Tl M1+ 2
= (= p) = (x - T2 (1)
@ A regra de decisdo étima é baseada em obter um limiar (threshold) para

essa estatistica. Se as duas classes s3o igualmente provéveis, a
probabilidade de classificagcdo incorreta é dada por

Err(W) = %Pl[w(x') <0+ %%[m(x”) >0,

com X/ N]P’l, X“ N]Pg.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: LDA

@ Dada a normalidade, obtemos

—v/2
Err(V) = \/%/ e O dt, ()

em que v = /(1 — p2) TZ(u1 — p12) e a integral é igual a ®(—v/2).
@ Na pratica, as distribui¢bes das duas classes ndo sdo conhecidas, mas se

obervarmos (x1,...,Xn ) ~P1 e (Xn11, . .-, Xp 4ny)) ~ P2, uma abordagem
natural é usar as amostras para estimar as quantidades de interesse.

@ No nosso caso,

1 ny 1 ny—+ny
Mlznflzxiy M2:nf2'z Xi,
i=1 i=n1+1
1 ny 1 ni+np -
S — s — B T N T s — s — f
P ;(X: pa)(xi — fa) " + 1 ;:%;A(XI f2)(xi — fi2)
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: LDA

Substituindo em (1) obtemos a fun¢do discriminante linear de Fisher
900 = (i - o) 2 (x- B0, 3)

Se n; > d, entdo 3 ' existe.
Err(W) é obtido substituindo W em (2).

Em 1960, Kolmogorov analizou uma versdo mais simples de (3), com
> =1

Viglw) = (i — o) (x— 250, *)
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: LDA

@ Trabalhando sob a suposi¢do de dados Gaussianos, ele analisou o
comportamento deste método sob uma forma de limite na qual a tripla
(m,m,d) — oo, comd/ni —» a>0,i=1,2e|lu — p|l2— v >0.

@ Sob esse tipo de escalamento de AD, ele mostrou que

2
Err(Uig) Do | —— L (5)
2\/v? + 2«

@ Se d/n; — 0, obtemos ®(—~/2), como previsto por (2). Mas, se
d/ni — a >0, o erro é estritamente maior do que o previsto pela previsio
classica, pois v*/(2v/7% + 2a) — 0.

@ Veja a Figura 1. (a) Previsdo HD, com o = 0,5 mostra concordancia
excelente com o comportamnto na pratica e a previsdo cldssica subestima
o comportamento na pratica; (b) Previsdo classica ndo depende de «, logo
é constante e comportamento na pratica coincide com previsdo HD.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 1: LDA

Error probability: Theory Ve'§t§£r§ggce

_ Efror probability

Figura 1: (a) v € [1,2],« = 0.5,d = 400(n: = n, = 800);
(b) @ € [0,1],d = 400,y = 2. Circles correspond to empirical performance
averaged over 50 trials.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covariancias

o Como antes, temos {x1,X,...,Xs}, X; ~ i.i.d. P € R? e queremos estimar
¥ =Cov(X).

@ Um estimador natural é a matriz de covariancias amostrais

A 1< =
= = iRi
n;xx (6)

e temos que E(3) = .

@ Uma andlise classica considera o comportamento de > quando n cresce e
d permance fixo. Para medir o comportamento da distancia entre > e X,
usamos a norma £,

I(%) = D)ull.

|IZ — X2 = sup
u#0 [[ull2

(7)
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covariancias

@ Se S, =n%, entdo S, ~ Wisharty(n, X), isto &, S, tem distribuicio de
Wishart com n graus de liberdade e matriz escala X.

@ Sob condigdes de momento n3o muito fortes, usando a LGN, pode-se
mostrar que ||3 — X||» = 0 q.c., quando n — co. Logo, ¥ é um estimador
fortemente consistente de X.

@ Entdo, se \1 > X2 > -+ > Ay sdo os autovalores de ¥ e
N > X > > :\d s3o os autovalores de i entdo 3\1- — Aj q.c.,
j=1,...,d.

o Além disso, \/n(A — Ax) — N(0,2\x), para cada autovalor .

@ Pode-se também, obter a distribuicdo normal assintética
Vn(vec(¥) — vec(Z)) — Np(0,Q),
onde

Q = Cov(vec(XX")).
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covariancias

@ A questao que surge é: o que acontece se permitirmos d — co? Para
averiguar isso, considere a sequéncia de problemas (f,Z) indexada pelo
par (n, d) e suponha que que permitimos que n e d crescem, mas com
d/n=a € (0,1).

A lei de Marchenko-Pastur (MP) nos diz que, sob condi¢des moderadas,
temos a convergéncia dos autovalores da matriz ) para uma densidade
estritamente positiva, com suporte em [a—, a], onde

=1 -va), o =(1+Va) (8)
Por exemplo, se « = 0,2, — = 0,305 e a4+ = 2,009.

A densidade assintética, para 0 < o < 1, é dada por

fa(x) Vles = x)(x = )]+

2wax
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covariancias

@ Vamos supor que X = Iy e cada X; ~ N(0,/y), i=1,...,n. Usando
essas n amostras geramos a matriz de covaridncias amostral (6) e

calculamos seu vetor de autovalores v(X), arranjados em ordem
ndo-decrescente

Ymax(£) = 11(£) = () > -+ > 714(£) = Ymin(E) > 0.

o Na Figura 2 mostramos os gréficos do vetor v(3) € R? de autovalores. O
caso (a) corresponde a (n,d) = (4000, 800) ou o = 0,2. O caso (b)
corresponde a (n, d) = (4000, 2000) ou o = 0, 5.

o Em ambos os casos, obtemos Ymax(3) & (1 + v/a)?, consistente com a
teoria (veja fo(x) acima).

@ Se a matriz de covaridncia amostral estivesse convergindo para /4, entdo o
vetor de autovalores deveria convergir para um vetor de 1's e o histograma
correspondente deveria se concentrar ao longo de 1, mas isso ndo
acontece, tendo formas diferentes dependendo de oo = d/n.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covaridncias

Empirical vs MP law (=0 ))

pirical vs M 18t

—— Theory

o

Empirical

¥

Density (rescaled)
O
= y=21

=
(S

15, 20
Eigenvalue

(b)

Figura 2: (a) (n,d) = (4000,800) ou o = 0, 2;
(b) (n, d) = (4000, 2000) ou « = 0, 5.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 2: Estimacdo da matriz de covariancias

o A lei de M-P é uma afirmag3o assintética, que permite n e p divergirem
para +o0.

@ Se procurarmos por um resultado n3o assintdtico, ou seja, que vale para

todas as escolhas dos pares (n, d), podemos tentar obter limites inferior e
superior. Pode-se provar que

P(Ymax(£) > (1 + v/d/n+6)* < e_"‘sz/z7 para todo 6 > 0. (9)

com um resultado andlogo para um limite inferior do Ymin(X).

@ O resultado (9) mostra que a probabilidade de que o autovalor maximo se
desvie de (1 + /d/n)? decai exponencialmente com n.

@ Esse resultado também pode ser usado para mostrar que 3 éum
estimador operator-norm-consistent de X, desde que d/n — 0.

@ Por exemplo, se d/n=0,2, n= 4000, § = 0,1 a probabilidade em (9) é
menor ou igual a e = 2.061154 - 10~°.

V. A. Marchenko and L. A. Pastur (1967). Distribution of eigenvalues for some sets of
random matrices, Math. USSR Sbornik 1, 457-483.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 3: Regressao n3o paramétrica

@ Os efeitos de AD em problemas de regressdo podem ser ainda mais
dramaticos.

@ O modelo a ser considerado é

y = f(x), (10)

em que x € [0,1]9, f : [0,1]Y — R é uma fungdo pertencente a algum
espaco de fungdes.

@ Queremos f de modo a minimizar E[Y — f(X)]?, que resulta
f(x) = E(Y|X =x).

o Na prética, a distribuicdo conjunta Pxy de (X, Y) ndo é conhecida, de
modo que obter f diretamente n3o é possivel.

@ Temos uma amostra (X;, Yi), i =1,...,n,, escolhida de modo i.i.d. de
Pxy e nosso objetivo é encontrar f para a qual o EQM

I = FIIZ, = ExI(F(X) = £(X))’] (11)

seja 0 menor possivel.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 3: Regressao n3o paramétrica

@ Mas esse problema torna-se extremamente dificil em AD, o chamado curse
of dimensionality.

@ A questdo que se pde é: Quantas amostras devemos esolher como uma
funcdo de d?

@ Por exemplo: suponha X ~ 1[0, 1]¢, de modo que Px é a distribuico
uniforme em [0,1]%. Se pudermos gerar um bom estimador de f, baseado

. ’ - -

em Xi,...,X,, entdo um vetor tipico X € [0, 1]d seria relativamente
préximo de pelo menos uma de nossas amostras.

@ Para formalizar esta nogdo, podemos considerar a quantidade
poc(n,d) = By [ min [IX' = Xi|c], (12)

. ~ . s Qe . ! s
que mede a distdncia média entre uma amostra independente X extraida
de U[0,1]? e nosso conjunto de dados X, ..., X,.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Exemplo 3: Regressao n3o paramétrica

@ Posto de outra maneira: quantas amostras (n) precisamos coletar como
uma fun¢do de d de modo a assegurar que p(n,d) < d, sendo § um
limiar?

@ Por exemplo, se 6 = 1/3 nas simulagdes de (12) (20 réplicas), suponha
que d/n — « > 0, digamos a = 0,5, de modo que n = 2d.

o Na Figura 3 temos o grafico do log(dist. min.) em fung3o de d, em duas
situacdes, n = 2d e n = d>.

o Notando que log(1/3) ~ —1,1, vemos que a distdncia minima pode ser
consideravelmente maior do que 1/3.

@ De fato, deveriamos tomar um tamanho amostral exponencialmente
grande de maneira a assegurar que poo(n,d) < &, a medida que d cresce.

@ Pode-se provar que

d log n

20d+1) d°’ (13)

log poo(n, d) > log

do que ressulta que deveriamos ter n > (1/5)d para se ter o limite superior
acima.
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Teoria Classica versus Alta Dimensao
Exemplos em que resultados cléssicos falham
Consideracdes sobre os nplos

Exemplo 3: Regressao ndo paramétrica

- sl

——Lower bnundj |

Dt

60 80 100
Dimension

)

Figura 3: (a) n=2d; (b) n= d°.
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Exemplos em que resultados cléssicos falham

Consideracés Finais

@ Os fendmenos de AD descritos sdo todos inevitdveis.

@ Para o problema de classificagcdo descrito, se a razio d/n permence
estritamente acima de zero, ent3o n3o é possivel alcangar a taxa de
classificacdo 6tima.

@ Para o problema de estimagdo da matriz de covariancia, ndo ha estimador
consistente na norma > quando d/n permanece limitada acima de zero.

o Finalmente, para o problema de regressdo ndo paramétrica, dado o
objetivo de estimar uma regressio diferencidvel para f, nenhum
procedimento consistente é possivel, a menos que o tamanho da amostra
cres¢a exponencialmente com a dimensdo d.

@ Todas essas afirmagdes podem ser tornadas rigorosas com no¢des de
entropia e estimagdo minimax (veja Wainwright (2019)).
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Consideracdes sobre os exemplos

Como ajudar quando temos DAD?

@ Dado o exposto, o que pode ajudar quando temos DAD?

o Essencialmente, podemos apenas esperar que os dados possam ter alguma
forma de estrutura de dimensdo menor, que torne mais simples a solugdo
do problema.

@ A maioria das técnicas estatisticas em AD enjvolve construir modelos de
fendmenos de AD que possuam alguma forma implicita de estrutura de
dimens3o mais baixa e, entdo, estudar os ganhos estatisticos e
computacionais explorando essa estrutura.

@ Para os trés casos apresentados, é possivel verificar como o
comportamento dos procedimentos pode mudar dramaticamente quando
uma estrutura de dimensao mais baixa estiver presente.

,

@ E o que comentaremos a seguir.
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Consideracdes sobre os exemplos

Classificacao: esparsidade dos vetores médias

@ No exemplo de classificagdo, tinhamos fi;, a média amostral de n;
amostras. Neste caso, ||f1j — ;][5 era concentrada ao redor de d/n; = c.
Se a > 0, ha um nivel constante de erro, de modo que o preditor classico
da taxa de erro é muito otimista.

@ Quando o verdadeiro vetor de médias possui alguma estrutura de baixa
dimensao, pode haver estimadores melhores.

@ Talvez a forma mais simples de estrutura seja a esparsidade.

@ Suponha que saibamos que cada vetor de médias p; seja relativamente
esparso, com somente s de suas d componentes n3o nulas, com s < d.

@ Neste caso, podemos obter um estimador substancialmente melhor
aplicando-se alguma forma de limiar (threshold) as médias amostrais.

@ Duas formas de limiares bastante usadas s3o: Hard e Soft.
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Consideracdes sobre os exemplos

Classificacao: esparsidade dos vetores médias

@ Hard Threshold (limiar duro): para dado A > 0,

X, sex >\
Hx(x) = {Ix| > A} = { - (14)
0, caso contrdario.
o Esta funcdo é do tipo keep-or-kill.
@ Soft Threshold limiar suave:
Ta(x) = I{|x > A}(x — Asign(x) =
{x — Asign(x), se |x| > A . (15)
0, caso contrario.

Aqui, sign(x) éigualal,se x >0, -1, se x<0e0sex=0.
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Consideracdes sobre os exemplos

Classificacao: esparsidade dos vetores médias

@ Ha vdrias maneiras de se escolher . Para detalhes, veja Morettin (2014).

® Uma possibilidade é o chamado limiar universal, introduzido por Donoho e

Johnstone (1994):
21
A = o 2hoed. (16)
n

@ Ha uma justificativa para essa escolha. Veja a referéncia acima.

@ Usando o limiar duro, teremos., em nosso caso, o estimador

fij = Hx, (), j =12, (17)
com A, dado por (16).

Morettin, P. A. (2014). Ondas e Ondaletas. 2a. edicdo, EDUSP.
Donoho, D. L. and Johnstone, |. M. (1994) Ideal spatial adaptation by wavelet shrinkage. Biometrika, 81,
425-455.

Pedro A. Morettin MAE 5905: Introducéo a Ciéncia de Dados



Consideracdes sobre os exemplos

Classificacao: esparsidade dos vetores médias

@ Usando o estimador (17), podemos implementar um classificador baseado
na fung3do discriminante linear

@(X) = <ﬂ1 — ﬂQ,X — ,u+2,u2>

o Na Figura 4 (a)temos o grafico dos limiares duro e suave e, na Figura 4
(b), o gréfico do erro de W(x) como uma fun¢do de v (veja a equacido 2).

@ Em contraste com a Figura 1, o preditor classico agora dd um ajuste
excelente. Aqui, na simulagdo usamos os mesmos parametros daqueles da
Figura 1: d = 400,n = n; = n, = 800 e s = 5 componentes ndo nulas.

d
(s) ~ 0

n

@ Pode-se provar que o a previsao limite cldssica é exata quando log
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Classificagdo: esparsidade
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Figura 4: (a) limiares; (b) taxa de erro.
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Consideracdes sobre os exemplos

Estrutura em matrizes de covariancias

@ A questdo é quais tipos de estrutura de baixa dimensdo poderiam ser
apropriadas para modelar matrizes de covariancia.

@ Um exemplo simples é supor que X seja diagonal. Neste caso, podemos
zerar os elementos fora da diagonal principal de X.

@ Outra suposi¢do mais realista é supor que ¥ seja esparsa, com posicoes
desconhecidas. Nesse caso, poderemos usar a versao limiarizada do
estimador

¥ =T\(), com\,= 2|ongd‘ (18)

e A Figura 5 (a) mostra o auto-espectro (%) resultante deste procedimento
com a = 0,2 e (n,d) = (4000, 800), como na Figura 2.

@ Em contraste com com o comportamento M-P daquela figura, agora
vemos que (%) estd concentrado ao redor do ponto 1.

o Pode ser provado que ||% — Z|[3 ~ ,/% com alta probabilidade.
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Consideracdes sobre os exemplos

Estrutura em matrizes de covariancias

@ Uma forma alternativa de estrutura de baixa dimensao para matrizes
simétricas é que seu auto-espectro decaia de maneira rapida. Considere
novamente sequéncias de problemas indexados por (n, d) e suponha que
essa sequéncia tenha tragos limitados, ou seja, trago (X) < R,
independente da dimensao d.

o Este requisito significa que os valores ordenados dos autovalores v;(X)
devem decair mais rapido do que j~'. Esse tipo de decaimento vale em
varias aplicagoes.

o Na Figura 5 (b) temos o log-log plot do erro ||% — || sobre pares (n, d),

todos com razado fixa d/n = 0,2, com os tragos das matrizes limitados
por R = 20.

@ Resultados tedricos mostram que, para tal sequéncia de matrizes, o erro
|~ — Z||2 decai como n~!/2, mesmo que d seja da mesma ordem de n.
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Estrutura em matrizes de covariancias
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Figura 5: (a) Dados empiricos versus lei MP (o = 0, 5);

(b) Estimagdo da covaridncia com decaimentos dos autovalores

Pedro A. Morettin MAE 5905: Introducéo a Ciéncia de Dados




Consideracdes sobre os exemplos

Estruturas em regressao

@ Uma forma de estrutura é aquela de uma decomposi¢do aditiva da fungdo:

d
Foa, .- xa) = > &i(x), (19)
j=1

na qual gj : R — R é escolhida de alguma classe de fun¢des, de modo que o problema se
reduz a estimar uma cole¢do de d fungdes univariadas.

@ Uma forma especial de (19) é o modelo classico linear, no qual gj(x;) = 6;x;, para algum
coeficiente 0; € R.

@ Podemos supor, também, alguma forma de esparsidade. O modelo aditivo esparso (sparse

additive model, SPAM) baseia-se na existéncia de algum subconjunto S C {1,2,...,d},
com cardinalidade s = |S|, tal que

Fxa, .- oxa) = > gi(x)- (20)
Jj€Ss

@ Nesse caso, temos que estimar S, que pode ser um de (j) subconjuntos possiveis de
tamanho s e as fungdes gj,j € S.
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Consideracdes sobre os exemplos

Estruturas em regressao

@ Outra forma de estrutura é o Multiple-index Model, no qual a func¢do de
regressdo toma a forma

f(x,...,x4) = h(Ax), (21)
para alguma matriz A € R**? e funcdo h: R® — R.

@ O Single-index Model é um caso especial com s = 1, de modo que
f(x) = h(< a,x >), para algum vetor a € RY.

@ Tomando somas de Single-index Models conduz a um método chamado
Projection Pursuit Regression, envolvendo fungdes da forma

M
FOa,oxa) = > gi(<aj,x>), (22)
j=1
para alguma cole¢do de fun¢Ses univariadas gj,j =1,..., M e uma
cole¢do de d vetores a;,j =1,..., M.
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Consideracdes sobre os exemplos

Ponto de vista n3o-assintdtico

@ Podemos distinguir entre pelo menos trés tipos de andlise estatistica, dependendo
como o tamanho amostral comporta-se relativamente a dimens3o e outros
pardmetros.

(i) Teoria assintética cldssica. O tamanho amostral n — co, com a dimensdo d e
outros parametros permanecendo fixos.

(ii) Teoria assintética de alta dimensdo. O par (n, d) tende ao infinito
simultaneamente, enquanto para alguma fung3o escala W, a sequéncia W(n, d)
permance fixa ou converge para algum valor a > 0. Vimos exemplos em que
W(n,d) = d/n. VW pode depender de outros pardmetros, como no caso de

esparsidade: W(n,d,s) = log( (‘:) )/n.
(iii) Limites ndo assintéticos. O par (n, d) bem como outros pardmetros s3o vistos

como fixos e afirmagés com alta probabilidade s3o feitas como fungdes deles. Por
exemplo como vimos em limites como (9).

@ Limites desse tipo sdo chamados de tail bounds e concentration inequalities.

@ Esses tipos de anadlise s3o relacionados. Por exemplo, os limites mencionados
acima podem ser usados em provas de resultados assintéticos cldssicos, como
convergéncia (quase certa) de uma sequéncia de v.a.’s.
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