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Exercicio 1. Verifique se o conjunto B € uma base para o R-espago vetorial V' nos seguintes casos:

a) B={1,1+t,1—t31—t—1>2—13}, V =P3R);

0o {(41)( (1) (32} v
c) B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}, V =R

Exercicio 2. Encontre uma base e determine a dimensao do R-subespago vetorial W do R-espaco
vetorial V' nos seguintes casos:

a)W:{(ffy?/azat)GR41$—y=0,ex+2y+t:0}, V:R‘l,

b) W:{XEMQ(R) : (; ?)X:X}, V = My(R);

C) W = {pGPQ(]R) : p”(t) :OWGR}, V:PQ(R)

Exercicio 3. Encontre uma base e determine a dimensao dos R-subespacos vetoriais U, W, U + W,
U N W do R-espaco vetorial V' nos seguintes casos:

a) U={(z,y,2) ER® : 2 +y+2=0}, W={(z,y,2)€R?: 2=0}, V=R3%
b) U={A€ M(R) : Tr(A) =0}, W={Ae M([R): A=-A"}, V =M(R),
) U={peP(R) : p(t) =0VteR}, W ={peP(R):p0)=p(l)=0}V="P(R).

Exercicio 4. Determine as coordenadas de u = (—1,8,5) € R? com relagdo as seguintes bases 13 de
R3:

a) base candnica de P3(R);
b) B={(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)};
c) B=1{(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}.

Exercicio 5. Determine as coordenadas do polindmio p(t) = 10 + ¢? 4 2t3 com relagio as seguintes
bases B de P5(R):

a) base candnica de P3(R);
b) B={1,14+t,1+t+31+t+>+ 3}

c) B={4+1¢22—t*t+t}.
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Exercicio 6. Determine as coordenadas da matriz A = ( 8 7

B de My(R):

) com relacdo as seguintes bases

a) base candnica de M>(R);

o on) o) (o) (i)

Exercicio 7. Mostre que o conjunto solu¢do de um sistema linear homogéneo com n incdgnitas € um
R-subespaco vetorial de R”.

Exercicio 8. Encontre uma base e determine a dimensdo para o conjunto solu¢do dos seguintes
sistemas lineares homogéneos:

(

r—=3y+2z—w = 0,
a) « r—2y+4z+3w = 0,
\x—5y—22—9w = 0.

(

r+5y —32+2w = 0,
b) r+6y+22—3w = 0,
[ v +3y - 132+ 12w = 0.

Exercicio 9. Seja S = ¢ X € M3, (R) : X =4X

o O W
S W =
- O O

a) Mostre que S é um R-subespaco vetorial de M;,1 (R);
b) Determine uma base e a dimenséo de S
c) Complete a base encontrada no item anterior a uma base de Mj,;(R).

Exercicio 10. Sejam S = {(0,2,—1,0,1),(0,0,3,—1,2), (0,4, —5,1,0)} e v = (0,m, —m,1,1) €
RS

a) Ache uma base para [S];
b) Determine os valores de m € R para os quais v € [S];
c) Sewv ¢ [S], vale [SU {v}] = {(z,y,2,w,t) ER® : x =0}?
Exercicio 11. Seja S = {22—1,z+1,2°+2} C P2(R) e considere o polindmio p(x) = ma*+nx+r.
a) Ache uma base para [S];
b) Determine os valores de m, n e r para os quais p € [S];
c) Sep ¢ [S], vale [SU {p}] = P2(R)?

Exercicio 12. Sejam S} = {f € F(R;R) : f(1) = 0}, Sy = [#® — z,2? — 1,2 — 1] e considere o
polindmio p(z) = 2z* + 32? — 2z — 3.

a) Determine uma base e a dimensdo de S; N So;



b) Verifique se p € S; N .Sy. Em caso afirmativo, determine as coordenadas de p em relag@o a base
encontrada no item anterior.

Exercicio 13. Sejam S| = {(JZS 3} ) € My(R) : x—y+z:0}e

s=[(15)-(0 1) (00)]

a) Determine uma base e a dimensao de S; N Sy;
3 4

1 -2
nadas de M em relagdo a base encontrada no item anterior.

b) Seja M = . Verifique se M € S; N S;. Em caso afirmativo, determine as coorde-
Exercicio 14. Seja B = {(1,0,0,2,0),(0,0,—1,0,1),(2,1,0,—3,—5)}.

a) Mostre que B € Li.;

b) Ache uma base de R® que contém B.

Exercicio 15. Determine os valores de b € R para os quais o polindmio p(t) = 4t* + 2t + 4 pertenga
ao R-subespaco vetorial de P(R) gerado pelos polindmios p;(t) = b(t + 1), po(t) = 1 — bt e
p3(t) = 14 bt + bt

Exercicio 16. Sejam V' um R-espaco vetorial e U, W dois R-subespagos vetoriais de V. Se I3 € uma
base de U,C é umabasede W eV = U & W, prove que BU C é uma base de V.

Exercicio 17. Seja X um conjunto qualquer. Para cada a € X, seja f, : X — R a funcéo tal que

fala) =1e f,(z) =0sez # a.

a) Prove que o conjunto Y C F(X;R) formado por estas fungdes é Li.;

b) Se X ¢ infinito, prove que Y ndo gera F(X;R).
Exercicio 18. Mostre que os mondmios 1,¢,¢% ... t"1 " formam uma base para P, (R).
Exercicio 19. Verifique se os seguintes subconjuntos de C*°(R) sao Li.:

a) {1,e%, e % et}

b) {e®, e* x3 2% x}.



Notacao para matrizes de mudanca de base. Sejam V' um R-espaco vetorial de dimensdo n e
B = {uy,...,u,}, C duas bases de V. Denotamos por

Mecs = (fmle fusle - [uale)

amatriz n X n cuja j-ésima coluna € o vetor de coordenadas de u; em relagdo a base C. Esta matriz
satisfaz
[’U]C = Mccn [U]B para todov € V.

A seta indica o sentido em que a matriz age sobre as coordenadas: ela recebe coordenadas em
relacdo a B (a direita) e devolve coordenadas em relagdo a C (a esquerda). Observe que o indice 5
da matriz fica sempre ao lado de [v]3, 0 que facilita conferir as contas. Em particular, para quaisquer

bases A, B,C de V,

—1
Muace Mei g = Myes e Mpee = (Mces) -

Exemplo. Em R?, sejam B = {(1,0),(0,1)} a base candnica e C = {(1,1),(1,—1)}. Como as
coordenadas de um vetor em relac@o a base candnica sdo as suas proprias entradas,

1 1 — 1/1 1
M&—c—(l _1>, MC<—B—(M8<—C)1—§<1 _1>-

Observagdo. Na literatura aparecem varias outras notagdes para esta matriz (por exemplo M§, [I]5,
“matriz de mudancga da base B para C”), nem sempre com a mesma convencdo. Ao consultar um
livro, confira sempre qual € a relacdo entre as coordenadas.

Exercicio 20. Sejam B = {uy,us} € C = {v1, vo} as bases de R? dadas por u; = (1,2), us = (2, 3),
U1 = (1,3) € Vg = (1,4)

a) Encontre a matriz mudanca de base Mp, ¢;

b) Encontre a matriz mudanca de base M¢, 3;

)

)
c¢) Verifique que Mg, ¢ € Mc. 5 sdo inversas uma da outra.
d) Sejaw = (0,1). Encontre [w]z e use a matriz M¢, ;5 para calcular [w]¢ a partir de [w]z;
e) Sejaw = (2,5). Encontre [w]c e use a matriz Mg, ¢ para calcular [w]z a partir de [w]c.

Exercicio 21. Sejam B = {u1, us, uz} € C = {vy, v, v3} as bases de R? dadas por u; = (—3,0, —3),uy =
(=3,2,—1),u3 = (1,6,—1),vy = (=6, —6,0),v9 = (=2, —6,4) e v3 = (—2,—3,7).

a) Encontre a matriz mudanca de base M¢. g;
b) Sejaw = (—5,8, —5). Encontre [w]z e use a matriz M, g para calcular [w]c;
c¢) Confira seu resultado na parte b) calculando [w]¢ diretamente.
Exercicio 22. Sejam B = {1,¢,1?} a base candnicade P»(R) e C = {1, 1 +¢, (1+t)*}.
a) Mostre que C é uma base de P, (R);
b) Encontre a matriz mudanga de base Mp, ¢;

c) Encontre a matriz mudanca de base M, z;



d) Seja p(t) = 3 — 2t + t2. Use a matriz Mc, 5 para calcular [p|c, isto €, para escrever p como
combinagdo linear de 1, 1 + ¢ e (1 + ¢)2. Confira o resultado expandindo.

Exercicio 23. Sejam B= {1+, t +t*, 1 +t*} e C = {1, 1+, 1+t + t*} bases de P(R) e seja
& = {1,t,t*} a base canonica.

a) Encontre as matrizes Mg, 5 e Mg, c;
. —1
b) Use aigualdade Mc, 5 = (Mgoc) Mg, p para encontrar Mc. 5;

c¢) Encontre M., 5 diretamente, escrevendo cada vetor de 5 como combinagio linear dos vetores
de C, e compare com o item anterior;

d) Seja p(t) = 2 + 4t + 6t>. Encontre [p|s e use Mc. 5 para calcular [plc.

Exercicio 24. Sejam B = {E41, Evo, Ea, Es} a base candnica de M, (R) (onde E;; € a matriz com
1 na posigdo (7, j) e 0 nas demais) e

e={(3 )G 2) ()5 )}

a) Mostre que C é uma base de M, (R);
b) Encontre as matrizes mudanca de base Mg, ¢ e Mc. p;
. 2 5 . .
c) SejaAd=|( g 7 (a matriz do Exercicio 6). Use M, g para calcular [A]c;

d) Mais geralmente, para X =

. 3] , determine [X]c. O que as coordenadas de X em

z
relag@o a C dizem sobre o traco de X e sobre X ser simétrica ou antissimétrica?
Exercicio 25. Sejam A, B e C bases de um R-espago vetorial V' de dimensdo finita.
a) Prove que Ma.c = Mac s Mg c;

b) Conclua que Mp, ¢ € invertivel e que (MBHC)_1 = Meop;

c) Mostre que Mp, ¢ é a matriz identidade se, e somente se, B = C (como bases ordenadas).



