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Definigao. Sejam X e Y espagos de Banach e T' € L(X,Y). Dizemos que T é limitado por
baizo se existe v > 0 tal que

IT(z)|| > v||z||, paratodo z € X.

I)(2,0) Sejam X e Y espagos de Banach e T' € £(X,Y) limitado por baixo.

1. Seja (zy,)n uma sequéncia em X tal que (T'(zy,))n ¢ de Cauchy em Y. Mostre que (xy,)y, ¢ de
Cauchy em X.

Resolugao: Seja e > 0 qualquer. Tome ng € N tal que ||T(z,) — T(zm)|| < 7€, para todo
n,m > ng. Assim, se n,m > nyg

1 1 1
lzn = 2mll < ZIT(@n = @m)ll = ZIT(@n) = T(wm)ll < Z7e =

Portanto, (), é de Cauchy.

2. Mostre que T'X é fechado.

Resolugdo: Seja y € TX. Entdo existe (z,), sequéncia em X tal que T(z,) — y quando
n — o0o. Como a sequéncia (T'(xy,)), ¢ convergente, ¢ de Cauchy; segue do item 1. que (xy,)p
é uma sequéncia de Cauchy em X (que é Banach) e portanto, existe z € X tal que z,, — z.
Como T é continua, T(x,) — T(z). Da unicidade do limite segue que T'(z) = y, portanto,
yeTlX.

3. Mostre que T' é um isomorfismo de X sobre sua imagem T'X.

Resolugao: Note que T é injetora, pois se x € X é tal que T'(xz) = 0, entao 0 = ||T'(z)|| > ~||z]|,
de onde segue que x = 0. Portanto, T': X — T'X ¢é bijecao continua entre espagos de Banach
(TX é Banach pois pelo item anterior é um subespaco fechado de um Banach). Do Teorema
da Aplicacdo Aberta segue que T~ : TX — X é continua, isto é, T é um isomorfismo de X
sobre sua imagem 7T'X.

IT)(3,0) Sejam X um espago de Banach e T' € L(X, ¢1) sobrejetivo.

1. Mostre que existe uma sequéncia limitada (), de elementos em X tal que T'(z,) = e, para
todo n € N. (Sugestao: Use o teorema da aplicagao aberta.)

Resolugao: Pelo Teorema da Aplicacao Aberta, T' é aberta, entao existe § > 0 tal que 6By, C
T(Bx). Para cadan € N, e, € By,, e assim de,, € 6By, ; portanto, existe y, € Bx tal que
T(xzy) = de,. Colocando x,, = %yn, Vn € N temos que T(z,) = %T(yn) = %&en =e,. Além
disso,

1

= L <X
—5 Yn =5

1
]l = |5

isto é, a sequéncia (z,,), ¢é limitada.



2. Mostre que existe um operador S € L£(¢1,X) tal que S(e,) = x5, para todo n € N.

Resolugao: Seja a = (an)n € {1, observemos que ) anx, ¢ absolutamente convergente (e
portanto convergente) em X. De fato, para todo N € N

N N N
Y lanzal = lanlllzn] < C Y lan| < Clla]y, (1)
n=1

n=1 n=1

onde sup,, |z,]| < C. Tomando limite quando N — oo obtevemos que Y o7, [|apzy| €

convergente. Para cada a = (a,), € {1, definamos S(a) = > 77 | anxy. S estd bem definida

pela observagao anterior. Sejam a = (an)n, b = (by)n em ¢1 e A € K

S(a+Ab) = (an + Nop)n =Y ann + A bun = S(a) + AS(b).
n=1 n=1 n=1

Portanto S é linear. Segue da equacdo (1) que || Zﬁle anty| < Clla||1, para todo N € N
e a = (an)p € ¢1. Tomando limite quando N — oo obtevemos | S(a)|| < C||all1, para todo
a € ¢1. Concluimos que S é continua e por defini¢ao S(e,) = x,, para todo n € N.

3. Prove que T'(S(y)) = y, para todo y € ;.

Resolugao: Sabemos que (ep), ¢ base de Schauder de ¢;. Seja y = (an), € 1, logo y =
Yo% ane, e para cada N € N

N N N
ToS <Z anen> =T (Z anxn) = Z Anen,-
n=1 n=1 n=1

Segue da continuidade de T" e S, ao tomar limite quando N — oo, que T o S(y) = v.

4. Mostre que X contém um subespago fechado isomorfo a #1. Conclua que X néo é reflexivo.
(Sugestao: Mostre que S é limitado por baixo e use problema I)

Resolu¢ao: Primeiramente vamos mostrar que S ¢é limitado por baixo. Com efeito, dado
y € {1, pelo item anterior,

lyll = IS < ITNIS@)I

Assim,
1
I1SWI = = llvlls Yy € &
17|

Do problema I segue que S : ¢; — S(¢1) é isomorfismo, isto ¢, X contém um subespago
fechado isomorfo a ¢; (a saber, S(¢1)). Como ¢; nao ¢ um espago reflexivo, concluimos que
X nao pode ser reflexivo.

111)(3,0)

1. Sejam X um espago normado e Y um subespago de X. Dado T € L(Y,{) demonstre que
existe uma extensao S € L(X, ) de T tal que ||T| = ||S]|.

Resolugao: Defina, para cada n € N,

T loe — K

(2j)j = #n
Note que 7 ¢ linear e |m,((2;);)| = |2n] < supjen |2l = [1(2j);lloo; assim, 7, é continua e
||| < 1. Além disso, ||7,|| > |mn(en)| = 1; portanto, ||m,|| = 1.



Temos entao que, para todon € N, m,, oT : Y — K é linear e continua. Do Teorema de
Hahn-Banach, existe ¢, € X* tal que ¢,(y) = (m, 0 T)(y), Vy € Y e ||on| = ||7mn o T||. Note
que

[ 0 T) ()| < llmal [T ()| < [T ]|]],

e portanto, ||on| = || o T|| < ||T||.
Considere
S: X —/ly

S estd bem definida: Para cadan € Ne x € X, temos
lon(@)] < llenllllzll < 1Tl

portanto, (¢, (z))n € loo-
S ¢é linear: Sejam o € Ke z,y € X,

S(az +y) = (pn(ar +y))n = a(en(®))n + (0n(y))n = aS(z) + S(y)

S é continua: Se x € X, temos

1S(@)| = [[(en(@))nll = :gg!«pn(fﬂ)\ < T,

de onde segue a continuidade de S.
S|l = |IT]|: Com efeito, temos

151 = sup{|[Sz|| : & € Bx} = sup{[|Syll : y € By} = sup{||Ty[| : y € By} = |T]

Por outro lado, se z € By, entao

[Sz[| = sup [pn(2)] < sup [len|| < IT] = |IS]| < [T
neN neN

2. Sejam X um espago de Banach e T' € L(lo, X) limitado por baixo. Prove que existe S €
L(X, l) tal que S(T(z)) = x para todo = € ¢s. (Sugestao: Use os exercicios I e ITI-1.)

Resolugao: Considere Y = T'({). Da questao I), temos que T : oo — Y & isomorfismo e
portanto, T~ € L(Y, /). De III-1. segue que existe S € L(X, /) tal que S(y) = T (y),
para todo y € Y. Assim, se x € £y, entdo T(z) € Y e temos S(T(z)) = T~YT(z)) = .

IV)(2,0) Sejam X e Y espacos de Banach e T' € L(X,Y). Mostre que T é limitado por baixo
se e somente se 1™ é sobrejetor.

Resolugdo: (=) Seja g € X*. Como T ¢ limitado por baixo, da questdo I), segue que T~ ! :
TX — X & isomorfismo, portanto, g o T=! : TX — K & linear e continua. Do Teorema de
Hahn-Banach, existe h € Y* tal que h(y) = g(T~'(y)), Vy € TX. Temos, para z € X,

(T*h)(z) = W(T(x)) = g(T~(T(x))) = g(x),
isto é, T*h = g, e portanto T™ é sobrejetor.
(<) Temos que T € L(Y™, X*) & sobrejetor; segue do Teorema da Aplicacao Aberta que T ¢é
aberta. Entao, existe § > 0 tal que 0Bx+ C T*(By+). Assim, dada ¢ € Bx+, temos dp € §Bx+,
portanto, existe ¢ € By tal que T"¢ = dp. Assim, para todo z € X,

dle(z)| = |o(T(2))] < [P T ()| < T (2)].
Segue do Teorema de Hahn-Banach que
Ollzll = dsup{|v(x)[ : ¥ € Bx-} < [|Tx].

Portanto, T" é limitado por baixo.

Boa prova!



